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Zur Theorie und Anwendung des Größenkalküls der Physik 
Von Wilhelm Quade 
(Eingegangen am 29. 11. 1965) 
l' bersi c h t: In der yorliegenden ".\rbeit werden die in [1] begonnenen rntersueh1llwen 
der algebraisehen Struktur des Größenkalküls fortgesetzt und ergänzt. \T on der al"el~'a. 
ischen Struktur des Kalküls wird eine kurze auf die Anwendungen zugeschnittene 
Beschreihung gegeben. Der Kalkül wird auf Geometrie, Mechanik und Elektroc!\'namik 
angpwandt. Der für die .-\nwendungen fundamentale Homomorphismus wird bescl;riehen. 
damit zllsammenhängende Fragen der Erweiterung eines gegebenen Einheitensystems 
werden untersucht. . 
8, 1111/ 111 (/r!l: In ihe present paper investigatiolls 01 the algebraic structure 0/ calculus 0/ 
phY8ical qWlIltities referred in [1] are continued and completed. A short descripiiol1 of th~ 
eulelllu8 u'dh rcspect 10 applicatiolls is given. The calculus is applied to geometry, mechanics 
III/d rlectrodYII(lIl1ics. The homomorphisni fundamelltal in applications is described, cOllneclcd 
qu('slions concernillg exlens'ion of a giren system of units are il11·estigated. 
Einleitung 
In einer yorangehenden Arbeit "über die algebraische Struktur des Größen· 
kalkül~ der Physik" [1] wurden die mathematischen Grundlagen des Größen-
kalküls untersucht. Dabei handelte es sich hauptsächlich darum, die algebra-
ische Struktur dieses Kalküls zu beschreiben, also die für den Kalkül gültigen 
"Rechengesetze" zu formulieren. Es zeigt sich, daß diese Rechengesetze in 
mancher Hinsicht von denen abweichen, die für das Rechnen mit reellen 
(oder komplexen) Zahlen gelten. 
Die nachfolgenden Untersuchungen stützen sich auf die Ergebnisse der soeben 
genannten Arbeit. Die Grundlagen des Kalküls werden nochmab erörtert, 
aber in einer gekürzten und abgewandelten Form dargestellt, die iitärker auf 
die Anwendungen zugeschnitten ist. Dabei wird ausgegangen ,-on den folgenden 
für den Größenkalkül fundamentalen Begriffen: ~Iodul über dem Ring der 
ganzen Zahlen, unendlicher freier Modul von endlichem Typus. freie kommu-
tative Gruppe von endlichem Typus (auch unendliche freie Abd~che Gruppe 
von endlichem Rang genannt). Es werden zuerst die freien kommutativen 
Gruppen vom Typus 1 untersucht. Um einen möglich:5t einfachen Aufbau der 
algebraischen Struktur des Größenkalküls zu erreichen, wird das Trennungs-
axiom eingeführt. Die Anwendung der freien kommutatin>n Gruppen vom 
Typus 1 auf die Geometrie wird ausführlich beschrieben. wobei auch einige~ 
über den ·Winkel, die Winkelfunktionen und deren Cmkehrfllnktionen ge~agt 
wird. Es folgen die freien kommutativen Gruppen vom Typu~:? und deren 
Anwendung auf die Kinematik mit Ausführungen über den Begriff der \rinkel-
geschwindigkeit. Hierauf wird das Problem der Erweiterung eines Einheiten-
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''-''tems untersucht· diese Betrachtungen bilden eine,; der Kern8tücke der "J~' l' • ~-\rbeit. Anschließend werden die freien kommutativen Gruppen vom, ypus '± 
erörtert insbesondere das MKSA~System sowie dessen Anwendung auf das 
Gesamt~ebiet "Mechanik~Elektrodynamik", wobei u. a. die "logarithmischen 
.'IIaße" besprochen werden. 
Anknüpfend an eine in der Arbeit [1], § 7 S.44 gemachte Bemerkung wird 
gezeigt, wie eine zu der allgemeinen Gruppe m der V ~J<Jlemente isomorphe 
Gruppe durch Bildung des direkten Produktes mehrerer Gruppen gewonnen 
werden kann. Im letzten Paragraphen werden lineare Abbildungen von Vektor~ 
räumen und Isomorphismen erörtert und hieraus Folgerungen für die An~ 
wendung gezogen. 
l'm einige Überlegungen abstrakter Art leichter verständlich zu machen, 
wurde an entsprechenden Stellen der Text durch Abbildungen unterstützt. 
Die Anwendung des Kalküls wird an verschiedenen Beispielen aus Geometrie, 
Kinematik, Dynamik und Elektrodynamik demonstriert. 
Die Darstellung weicht in mancher Hinsicht von der in der einschlägigen 
Literatur gebräuchlichen ab (vgl. hierzu die Darstellungen [2 J, [3], [4], [51). Diese 
Abweichungen sind einerseits durch die benutzte Terminologie bodingt, die 
~ich mehr an die in der Algebra gebräuchliche anlehnt, andererseit:5 durüh die 
verwendeten Formelzeichen, die mit Rücksicht auf die algebraische Struktur 
des Größenkalküls ausgewählt wurden. Um die Arbeit leichter lesbar zu 
machen. ist an den Schluß eine Zusammenstellung der benutzten Symbole 
angehängt. 
In der einschlägigen Literatur begegnet man Einheiten wie rad (Radiant), 
sr (Steradiant). Xp (Xeper), B (Bel) u. a. Diese Einheiten sind keine Einheiten 
eines der gebräuchlichen Einheitensysteme, etwa des MKSA-Systems, denn sie 
können nicht in umkehrbar eindeutiger \Veise Potenzprodukten von Einheiten 
eines der gebräuchlichen Systeme zugeordnet werden. 
Ander" liegen die Dinge, wenn Einheitensysteme benutzt werden, in denen 
Einheiten wie rad, sr, u. a. Basiseinheiten sind, was auf eine Erweiterung eines 
gegebenen Einheitensystems hinausläuft (vgl. § 6). An solch eine Erweiterung 
wird wohl oft unbewußt die Erwartung geknüpft, daß man auf diesem \Vege 
\'on t>inplll Homomorphismus zu einem Isomorphismus gelangen könne. Da 
man ,ich dalJPi meist nur mit der Feststellung begnügt, daß derartige Einheiten 
zu Ba~i~einll('itell gemacht werden können, ohne das so entstehende Einheiten-
"y"tem genauel' zu untersuehen, wird übersehen, daß ein Isomorphismus nicht 
pITPieht. sondern nur dt>[' apriori vorhandene Homomorphismus modifiziert 
wird. Demnach ,.;ol!tt' lllan sieh nur in Ausnahmefällen dazu entschließen, eine 
Erwciterung ('ilH'~ gt>gl'lJ('llen Einheitensystems ab gerechtfertigt anzusehen, 
d, h. nur !lalln. wenn der durch Erweiterung eines gegebenen Einheitensystems 
"l1t4(·lwl\([(' formal., .'Ih'hraufwand ein für die Beschreibung der physikalischen 
Zu,allltlwlIhüngl' hinn'iehend wertvolles .'11ehr an Information bringt. Oft 
kanll ,,<"11011 daduJ'(·h. daß der HOlilOl110rphislilu8 f (0 2) = illo deutlich heraus-
gt"tdlt \\'in!. H,\'jpl an Klarhl'it gewonnen werden, daß n)l1 einer Erweiterung 
ahg",,'hcn \H'['(IPn kanll. 
E" i,t mir eil1e angPlwhtlH' Pflicht, meinen .'IIitarbeitern H. Ir. Alten und 
EI. Brlrrl;<)//, für wntyoHe .\n!'('gungen und die stete Hilf,;bereitschaft zu 
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danken, mit der sie mich bei der Herstellung des Manuskriptes unterstützt 
haben. 
§ 1. IUoduln über einem Ring, freie IUoduln von endlichem Typus 
Das ~iel der folgenden einleitenden Betrachtungen ist, den Leser mit einigen 
BegrIffen bekanntzumachen, die bei der Untersuchung der algebraischen 
Struktur des Größenkalküls unentbehrlich sind. Es handelt sich hierbei 
einerseits um den Begriff des Jfoduls über einem Rinq, andererseits um den 
Begriff des unendlichen freien Moduls von endlichem Typus. Im folgenden wird 
nur das im Rahmen des Größenkalküls Erforderliche über diese Begriffe 
mitgeteilt. Dem Leser, der sich eingehender mit diesem Kapitel der Algebra 
befassen möchte, sei die Lektüre der unter [6] genannten Darstellung 
empfohlen. 
Ausgegangen wird von der ~lfenge der ganzen Zahlen 
... , -3, -2, -1,0,1,2,3, .... 
Diese Menge werde im folgenden mit Z bezeichnet, ihre Elemente mit a, a', 
Die Elemente von Z bilden einen kommutativen Rinq mit der Zahl 1 als Eins-
element. Dies besagt, daß die Elemente von Z die folgenden Axiome erfüllen: 
1. Sie bilden additiv verknüpft eine kommutative Gruppe. 
2. Sie bilden multiplikativ verknüpft eine kommutative Halbgruppe mit der 
Zahl 1 als neutralem Element. 
3. Es gilt das distributive Gesetz 
Im folgenden werden Moduln über dem Ring Z der ganzen Zahlen betrachtet. 
Es handelt sich dabei, wie der folgenden Definition zu entnehmen ist, um 
einen Sonderfall der unter dem Namen "Vektorraum" bekannten algebraischen 
Struktur. 'Vird unter r eine Menge verstanden, deren Elemente mit w. u/, ... 
bezeichnet werden mögen, dann wird die algebraische Struktur ,."Iodul über 
dem RingZ der ganzen Zahlen", kurz Z-JIodul genannt. wie folgt definiert: 
Definition. Eine .Menge r wird ein Z-Jfodul genannt, lcenn ihre Elemente den 
folgenden Axiomen genügen: 
1. Sie baden additiv verknüpft eine kommutative Gruppe (interne Komposition). 
2. Zwischen den Elementen von Z und den Elementen von r i~t eine lIIultiplik:lfire 
Verknifpfunq erklärt, welche jedem Paar (a, w) mit ':t.. E Z und U) Er genau 
ein Element cu' Er zuordnet (externe Komposition), 
CU'=IXCU.o 
Diese Verknüpfung habe die folqenden Eigenschaften: 
2.1 IX (cl cu) = (a IX') OJ (assoziatiyes Gesetz) 
2.2 (IX + IX') 0) = IX (I) + IX' w (distributives Gesetz bezüglich der Addition VOll 
Elementen aus Z) 
2.3 Cl. (w + w') = Cl. W + Cl. w' (distributives Gesetz bezüglich der .\ddition von 
Elementen aus T) 
2.4 1 . cu = cu (unitärer Modul) 
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Von diesen Z-Moduln interessieren hier besonders die unendl lehen freien 
1floduln von endlichem Typus. 
Im folgenden werde - wie üblich - unter Ze das c-fache kartesisch~ P:odukt 
der Menge Z verstanden. also die Menge aller C-tupel (lXI •.. " IX g ). die sICh aus 
Elementen von Z bilden lassen. 
Es seien W1 • ...• W e endlich viele Elemente eines Z-Moduls 1'. Kann jedes 
Element w von r in der Form 
(1.1) 
dargestellt werden, dann werden die Elemente 0)1, .•. , Wg Erzeugende des 
Moduls genannt. In diesem Falle sagt man, daß rein Z-Modul von endlichem 
Typus sei (Z-Modul mit endlich vielen Erzeugenden). 
Sind die Erzeugenden (1)1, •.. , Wg linear unabhängig, dann werden die Erzeu-
genden W1, ... , (Og eine Basis des Z-Moduls r genannt,. 
:x ach die:len Vorbereitungen werde der soeben erwähnte Begriff des unend-
lichen freien ~Ioduls von endlichem Typus wie folgt definiert: 
Definitioll. Gibt es in r (Z-Jl odul) C linear unabhängige Elemente (01, ... , We 
und zu jedem Element (J) er genau ein (lXI, !X2, ... , !Xg) e Ze, so daß 
dann tcird r ein unendlicher freier iv/odul von endlichem Typus (vorn Typus C) 
über dem Ring Z genannt. 
Zu dieser Definition seien noch einige Erläuterungen gegeben. Es 8eien 
(1)1 ... " «Je Elemente eines Z-Moduls r. r erzeugen heißt: Zu jedem Wer 
gibt es mindestens ein (!Xl, ... , !Xe) e Ze, so daß (1.1) erfüllt ist. Sind außerdem 
die Elemente C'il, .•. , We linear unabhängig, dann gibt es zu jedem wer 
höchstens ein (lXI, ... , lXe) eZe. so daß (1.1) erfüllt ist. Daraus ergibt sich, daß 
die Abbildung 
1X1 0)1 + .,. -I- !Xe We --i> (1X1, ... , !Xg) 
bijektiu i.,1, d. h. daß eß zu jedem (lXI, ... , !Xe) e ZQ genau ein Element 
(1) === ((1 (01 + '" + 'Y.(} Wg 
gibt und umgekehrt. Anders ausgedrückt: 
1X1 0)1 ,- . " + lXe Wg =:X1' 0)1 + ... + !Xg ' Wg 
gilt dann und nur dann. wenn 
(lXI .... , !Xe) = (lXI', .•. , !Xg'). 
Ocr Z·:\lodul r ist al~o frei rOlli Typu8 C' wenn er mindestens eine aus 0 linear 
Ill/lIbhiili[fi[f(1/ Er:ell[fendcn (1)1, ••• , OJQ bestehende Basis hat. ~ 
,Jpde/' /rcir Z-:\!odul von endlichem Typus ist eine kommutative Gruppe mit 
UllPndlich "iden Elem,'uten. denn die }Ienge Z, also auch die Menge Ze 
pnthält unendlich \'ide Elemente, 
Ein Z·:\Iodul mit Plallich vielen Elementen hat keine Ba8is. Hätte er nämlich 
"inp Ba~i~. dann hätt" er unendlich viele Elemente. Ein solcher Modul ist also 
Yon pl](Jlichem Typus, aber kein freier ;\Iodul von endlichem Typus. 
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§ 2. J'reie kommutative Gruppe vom Typus 1 
Bisher wurden kommutative Gruppen betrachtet, deren Elemente additiv 
verknüpft werden, also Gruppen, die als Moduln bezeichnet werden. Die für 
solche Gruppen gültigen Gesetze können auf kommutative Gruppen übertragen 
werden, deren Elemente multiplikativ verknüpft werden. Bei solchen Gruppen 
wird ebenfalls von Erzeugenden und Basen gesprochen, und sie werden dem-
entsprechend als kommutative freie Gruppen von endlichem Typus bezeichnet, 
oft auch als unendliche freie Abelsche Gruppen von endlichem Rang. 
Im folgenden werden die soeben angedeuteten Zusammenhänge zwischen diesen 
beiden Arten von kommutativen Gruppen zunächst für den Fall I.! = 1 be-
schrieben, und zwar ziemlich ausführlich, da diese Zusammenhänge für den 
Größenkalkül fundamental sind. 
Ein besonders einfaches Beispiel eines Moduls über Z ist die :Menge der ganzen 
Zahlen selbst; dieser Modul möge entsprechend der oben benutzten Bezeichnung 
mit r bezeichnet werden 
r= { ... , -2, -1,0, 1,2, ... }. 
Die Elemente der Menge r bilden einen unendlichen freien Modul vom Typus 1 
über drin Ring Z. 
In der Tat, jedes Element von r kann durch cx. 0)1 dargestellt werden mit 
W1 = 1 Er und cx. E Z. Somit ist 0)1 Er eine Erzeugende von r. Die Relation 
cx. (01 = 0 zieht cx. = 0 nach sich; somit ist das aus dem einzigen Element 
(1)1 = 1 bestehende System von Erzeugenden von r eine Basis des Z-.M:oduls r, 
und die Menge r ist daher ein unendlicher freier Modul vom Typus 1. 
Jetzt werde die Menge der ganzzahligen Potenzen eines Elementes in betrachtet: 
Die Elemente dieser Menge, sie sei illo genannt, entstehen formal aus denen 
von r dadurch, daß die Elemente des Moduls r zu Exponenten von m gemacht 
werden. {'Tber die Natur des hier auftretenden Elementes m wird keineAussage 
gemacht, es wird nur gefordert, daß die Elemente der .\Ienge illo die folgende 
Eigenschaft haben: Die Elemente der Jlenge illo bilden multiplikativ verknüpft 
eine kommutative Gruppe. 
Grundlegend im Größenkalkül ist der folgende zwischen dem freien .\Iodul r 
und der kommutativen Gruppe illo bestehende Zusammenhang. 
Die kommutativen Gruppen rund illo sind isomorph. 
Das heißt, daß sie die folgenden Eigenschaften haben: 
1. Es besteht eine bijektive Abbildung der Elemente des .\Ioduls r auf die 
Elemente der Gruppe illo. Ist, f(w) das in illo gelegene Bild von OJ E r, 
dann gilt 
2. Der Addition zweier Elemente wund 0)' aus r entspricht im Bild. d. h. in 
illo die Multiplikation von m"' mit mW ', 
f (0) + 0)') = /(w) . /(w'), 
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Das Bild der Summe der Originale ist also gleich dem Produkt der Bilder. 
Die ~ieh entsprechenden Verknüpfungen "Addition" (i~l F) und .)lultiplikation" 
(in (130) werden als "homologe" Verknüpfungen bezerchnet. 
Aus der zwischen rund (130 bestehenden Isomorphie folgt: 
Der im 'Iodul r gültigen Beziehung 
iX'(iXO)) = (iX'iX) "0 
enbpricht die in (\)0 gültige Beziehung 
(m"'W)" = (m w )"". 
Insbesondere ist 
(mO)"" = mÜ, 
ri. h. daß 11/0, das neutrale Element von (130, idempotent ist. 
"'ie oben gczeigt wurde, ist (0)1 = 1 Er als Erzeugende des Moclub r ei~e 
Ba~b yon 1'. Das in (\)0 gelegene Bild yon (01 ist mW1 = m. Am; der I"omorpille 
yon r un(l (\)0 folgt. daß sich jedes Element von illo als Potenz von m"'l dar-
stellen läßt 
Dementsprerhellli wird I/l"'l = III als Erzeugende der kommutatiyen Gruppe illo 
HlIll Typus 1 bezeichnet. 
Die Eleillenie wn (130 sind paanceise disjunkt, denn aus m~ = m' folgt iX = iX'; 
in:ibesoJl(lere gilt 1/1' = 1110 nur für iX = O. Dement;,;prechend sagt man, daß m 
eine Ba.,i." Ytlll (00 sei; (\)0 wird als freie kommutative Gruppe vorn Typus 1 
bezeichnet. auch als unendliche zyklische Gruppe mit der Erzeugenden m. \Väre 
(1)0 eine fnr/liehe zyklische Gruppe, dann gäbe es ein iX F 0, so daB m' = mO 
wäre. Dann wäre /11 nur Erzeugende aber nicht Basis einer freien kommutativen 
(~rllppt'. 
1m (;röLlenkalkiil ,,'ird jedes Element m' E (130 (iX E Z) zur Basis eines ein-
dinWll~i()llalpn \'ektorraume~ über dem Körper Q der reellen (komplexen) 
Zahlen gemacht, Auf Grund der für einen \' ektorraum geltenden Axiome ist 
1 . 111' = m' (unitärer ?lloclul). (2.1) 
11/0 '/11' = 1/1', (2.2) 
11/0. 111' = 1 . m'. (2.3) 
d, h, iu!, , D, II((II( /'01/ (\)0 Meil,l IIl1rriindert. yleirhgültig, ob es mit dem neutralen 
r_"l'I/(' 111 //I() ud,,/, IIlil ,hr Zahl 1 //Ilillipliziert u·ird. 
11 i\'rzu ,ei llfH'b uemnkt. (laß bei der 'lultiplikation mit 1110 interne Kompo,;ition 
(K\lmp()~itioll z\\l'iel' Elpl!leIÜt' von (0()) vorliegt. dagegen bei der ~fultiplikation 
mit \1\'1' Z,lhl 1 1.r!"rlIP Kompo,itio!l (Komposition eines Elementes von Q mit 
pi!lem Elenwnt nlll (1)0). 
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Hier erhebt sich die Frage, ob aus der Gleichung (2.3) aho aus der Eigenschaft, 
daß das neutrale Element mO und die Zahl 1 bei der Multiplikation dieselbe 
Wirkung auf jedes m X E 630 haben, geschlossen werden kann. daß mO = 1 ist. 
Die Beantwortung dieser fundamentalen Frage erfordert einige Vorbereitungen. 
Vorab sei daran erinnert, daß das oben eingeführte Element m nur implizite 
definiert ist. d. h. daß m mit irgendeinem mathematischen Objekt identifiziert 
werden kann, sofern dieses die folgende Eigenschaft hat (vgi. S. 20): 
Das Element 111 ist Erzeu.gende einer unendlichen zyklischen Gruppe (Gruppen-
axiom). 
Da zunächst mehr über die Eigenschaften der Erzeugenden m nicht llPkannt 
ist, kann beispielsweise angenommen werden, daß m eine reelle oder komplexe 
Zahl ist, etwa m = 2 oder m = e oder m = ei , wobei zu beachten i~t. daß nicht 
jede Zahl Erzeugende einer unendlichen zyklischen Gruppe ist. Dann ist 11/0 = 1. 
und die Zahl 1 ist infolgedessen gemeinsames Element von D und 630. Es gilt 
abo: Ist m E f2, dann ist mO = 1 und infolgedessen Q n 630 dc 0. 
Im Griißenkalkiil wird aber von der Erzeugenden m eine gewisse Eigenschaft 
verlangt. Bei der Anwendung des Kalküls auf die Geometrie dient nämlich 111 
als Symbol für die Längeneinheit ,,1 Meter". Entsprechend dieser phY8ika-
lischen Bedeutung von m wird man verlangen, daß rn keine Zahl sei. denn 
wäre m eine Zahl, dann wäre jede Länge eine ZahL was innerhalb des Größen-
kalküls absurd ist.1) 
Um (lie weben erwähnte Eigenschaft von 111 zu berücksichtigen. ist es not-
wenclig, dem Gruppenaxiom ein weiteres geeignetes Axiom hinzuzufügen. Als 
ein solches Axiom bietet sich das folgende an: Die Jlellqen D lind mo sind 
di8junkt (l'rennu.ng8axiom). 
Die Bedeutung dieses Axioms geht aus den nachstehend aufgdührten Aqui-
valenzen hervor. 
Die Bedingungen 
a) f2n630 = 0, b) Z n 630 = e) 11/0 = 1 
8ind äquivalent, d. h. jede dieser Bedingungen zieht jede dpI' heidell <lnden·n 
nach sich. 
a) =- b). Dies folgt unmittelbar aus Zen. 
b) =- cl. \Väre mO = 1, dann wäre Zn (1)0 ~ .~'. entgegen dl'r \'()rau~"l'tztln)!. 
c) =- a). Gäbe es ein Element yon 630. welche;; eine Zahl i,t. etwa 111" E n, 
dann würden die Elemente der Menge 
{ (m ")P I P E: Z } 
eine Untergruppe von illo bilde!l. deren Elemcnt<' :'iimtlieh Zah!pll .,in.!. Da,; 
neutrale Element dieser Untergruppe wiire (1/1')0 c" 1. \)a da, ll!'lItra lp 
1) In diesem Para<Yraphen winl yon dem in der ph~'sika!iselll'1l Litt'mtllr ilhli .. h('!l BI'HllC'h 
die Längeneinheit .:1 Meter" durch m zu s~'n.lbolisierell kein (;d'much !!l'mH .. iJt. da hilT lllll' 
gefordert wird, daß I/l keine Zahl ist. was Illcht ImplIZIert. daß '1/ <,mt' Lang" 1St. 
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Element jeder Untergruppe von illo gleich dem neutralen Element von (\Jo ist, 
wäre mO = 1, was im \Viderspruch zu der Voraussetzung mO cf- 1 steht. 
Damit ist die Äquivalenz der drei Bedingungen nachgewiesen. 
Es bleibt noch die Frage, ob es mathematische Objekte m gibt, weh'he gleich-
zeitig dem Gruppen- und Trennungsaxiom genügen. Daß es solche mathe-
matischen Objekte gibt, geht aus den folgenden Beispielenhernlr. 
Beispiel 1. (~, n und (1), 1)') seien zwei Zahlenpaare. Wird unter dem Produkt 
dieser beiden Zahlenpaare das Zahlenpaar (~1), rrJ') verstanden, und 
gesetzt, dann bilden die Zahlenpaare (1, 2X ) eine unendliche zyklische Gruppe 
mit der Erzeugenden m = (1,2) und dem neutralen Element mO = (1, 1). 
Aus diesem Beispiel ergeben sich leicht allgemeinere, indem man ;;tatt der 
Zahlenpaare geeignete v-tupel von Zahlen betrachtet. 
Beispiel 2. Die Menge der Jiatrizen 
x = (1, Cl) 
m 0,1' 
bildet nach den Regeln der Matrizenmultiplikation verknüpft eif}(' unendliche 
zyklische Gruppe. Erzeugende dieser Gruppe ist die Matrix 
neutrales Element ist die ~latrix 
0_ (1, 0) 
In - 0,1' 
Beispiel 3. Jede der Funktionen 
('(~) = ~2', 
bildet yermöge ~ --+ rm das Segment [0, 1J auf sich selbst ab. Die Menge 
die:N Fun~tionen bil~let mit der durch I' cl (~) = f (j' (~)) erklärten Ver-
knupfung eme unendlrehe zyklische Gruppe. Erzeugende ist die Funktion 
f (;) = ;". neutrales Element ist die Funktion jO (;) = ~. Somit kann m mit 
f (;) identifiziert werden. 
Beispiel J. l-nter r)x werde ein Element eines unendlichdimensionalen Vektor-
raumes \-erstamlen, da" in folgender 'Veise definiert ist: 
;1" = ( ... , ~ -1- ~o, ;1, ... ), 
~i~ = { 1, wenn ß = Cl. 
0, " ß Cf- Cl, 
\rprdpn die Elemente 'I, gemäß dem Gesetz 
;), • fJx' = 1),. " 
verknüpft. dann bilden sie eine unendliche zyklische Gruppe. Erzeugende 
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die~er Gruppe ist 'rjl, neutrales Element ist 'rjo. Danach kann m mit 'rjl identi-
fiziert werden. 
Wie die Beispiele, die sich beliebig vermehren lassen, zeigen, können mathe-
matische Objekte ganz verschiedener Art Erzeugende sein (Vektoren, Matrizen, 
Funktionen, Abbildungen). 
Es bleibt noch zu klären, ob das Trennungsaxiom durch eine schwächere 
Forderung ersetzt werden kann. Wird davon ausgegangen, daß im Größen-
kalkül auf Grund der geometrischen Bedeutung von m weder m1 noch m2 
noch m 3 Zahlen sein sollen, dann führt dies darauf zu verlangen, daß kein m" 
mit (J. cF 0 eine Zahl sein soll. Demnach könnte beispielsweise gefordert werden: 
Die Zahl 1 ist das einzige Q und <Bo gemeinsame Element. Diese Forderung ist 
schwächer als das Trenllungsaxiom. 
"'erden die Auswirkungen des Trennungsaxioms mit denen der letzten 
Forderung verglichen, dann zeigt sich folgendes: 
1. Ist das Trennungsaxiom erfüllt, dann kann der Isomorphismus /(w) = mW 
(Abbildung von rauf <Bo) durch die in Abb. 1 a angegebene Figur veranschau-
licht werden. Charakteristisch für diese Figur ist die in bezug auf die Verbin-
dungsgcrade der Punkte .,0" und "mo" vorhandene Symmetrie; bei Spiegelung 
an der genannten Geraden werden die "positiven Elemente" mit den ent-
sprechenden "negativen" vertauscht. Ferner ist jedes Element von <Bo in 
Beispiel 1 ein Zahlenpaar, in Beispiel 2 eine Matrix, usw. 
Abb.la 
Der Isomorphismus! (w) = m(J) (mit Treu-
nungf:;<1xiom) 
/~-----------------------------', 
/' -2 -1 0 2 '. 
I r I 
,>-:::±==t; I j===t==/ Fl :::: 
( CJo ) \... m-2 m-' mO m' m2 .. / 
',----------
2. Ist die Zahl 1 das einzige Q und <Bo gemeinsame Element, dann ergibt die 
Darstellung des Isomorphismus t(ca) = mW die in Abb. 1 b veranschaulichte 
Figur, welche die der Abb. 1 a eigentümlic~e :Symn~etrie nicht me~r au.fw~ist; 
Ferner ist nicht jedes Element von <Bo in Belspl~ll em Zahl~npaar. ~n ~el~plel :. 
eine Matrix, usw. 1tJit der Zahl 1 kommt hier ein Element In 630 }lIneli/. dc.<sen 
Natur von der der übrigen Elemente verschieden ist. 
Ahh. LI> 
Der Isomorphismus f (w) = mw (ohne Trrn-
nungsaxiom) 
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Aus diesem Vergleich geht hervor, daß die algebraische Struktur des Größen. 
kalküls in ihrem Aufbau einfacher wird, wenn das Trennungsaxiom benutzt 
wird. Es wurde daher sowohl der vorliegenden als auch der Arbeit [1] das 
Trennungsaxiom zugrunde gelegt. 
Wird das Trennungsaxiom zugrunde gelegt, dann ist die oben gestellte Frage, 
ob mO = 1 gesetzt werden kann, zu verneinen. Es sei aber an die Gleichung 
m O • m" = l'm" (2.3) 
erinnert, welche besagt, daß bei multiplikativer Verknüpfung jeder der von· 
einander verschiedenen Faktoren mO und 1 dieselbe \Virkung auf jedes Element 
von illo hat. Schließlich sei noch angemerkt, daß in der Literatur an Stelle 
vom )}/-1 oft 1/m geschrieben wird. Diese Schreibweise sollte, da tiie zu Miß. 
verständnissen Anlaß gibt, vermieden werden. 
§ :t Anwendung auf die Geometrie 
In der Geometrie hat man es mit Längen, Flächen· und Rauminhalten, ebenen 
und räumlichen Winkeln und anderen geometrischen Größen zu tun. EI> werden 
zunächst Größen wie Längen, Flächen- und Rauminhalte betrachtet. Der 
Größe .. Länge" werde ein Element [zugeordnet, wobei [das allgemeine Element 
des Vektorraumes der Längen bedeutet. Das der Größe "Flächeninhalt'· 
zugeordnete Element sei gekennzeichnet durch das Produkt zweier Längen, 
also (lurch 
a = I . I = [2; 
das der Größe .,Rauminhalt" zugeordnete Element durch das Produkt dreier 
Längen. also durch 
v = 1 • [ . 1 = [3. 
Die~ führt (iazu. diejenigen Potenzen von I zu betrachten, die als Exponenten 
emt' natürlidH' Zahl haben, also die }lenge 
o = { ll, l2, l3, ... }. 
Dil' Elemel/te 1'01/ 0 bilden, 1f!ultiplikativ verknüpft, eine kommutative Semi-
flru ppe. d. h. ~ie bilden eine Halbgruppe mit regulären Elementen. 
In dpl' Tat. i~t Cu. v) ein Paar natürlicher Zahlen, al::;o (/h, v) E N 2, wobei N die 
:\[pn1'<' der llatürlichen ZahlPn bedeutet, dann gilt 
[i' . I" = [1'- v. 
,l. h. daß intprne KOlllpo:;ition vorliegt. Sowohl das assoziative als auch das 
k"llnllu\;\tin' (;('~ptz i~t erfiillt. Die Elemente von 6 sind regulär, d. h. aus 
111 • ,I' 1/1 .. e'. 
.r E 6. .r' E 0. (3.1) 
.r = .(~'. 
Pi(" ergibt ~idl dun'h Ein"etz('n nm .1' = I,. und x' = 1v' III (3.1) aus der 
Eigf'lbf'haft dpr Ei('lllerlte n)[l 6 paarwei"e disjunkt zu ~ein. 
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Im folgenden werde unter dem Element m E illo das der Längeneinheit ,.~Ieter" 
zugeordnete verstanden, m sei also Basis des Vektorraumes der Längen, und 
es werde die folgende Abbildung betrachtet: 
l(lt") = m U , flEN. 
Durch diese Abbildung wird jedem Element von 6 eine Potenz von m zu-
geordnet, deren Exponent eine natürliche Zahl ist; 6 wird also abgebildet auf 
die Menge 
illo' = { ml, m 2, m 3, ••• }, 
welche eine Teilmenge von illo ist. Diese Abbildung, die kurz 1 (6) = illü 
geschrieben werden kann, ist bijektiv. Sie zeigt an, daß Längen in m1 • Flächen-
inhalte in m 2 und Rauminhalte in m3 zu messen sind. 
Die Elemente von illü bilden ebenso wie die von 6 eine Semigruppe. Die 
Abbildung 1(6) = illo ist ein Isormorphismus, denn das Bild des Produktes 
zweier Elemente von 6 ist gleich dem Produkt der Bilder der entsprechenden 
Elemente von mo. Dieser Zusammenhang ist in Abb. 2 veranschaulicht. 
Abh.2 
Dar~tf']]ung dt':; IsomorphisIlllls / (6) --0 6)u' 
Neben den soeben betrachteten geometrischen Größen, denen Elemente von ..::; 
zugeordnet sind, also Elemente, die sich durch Potenzen von Z mit natürlichen 
Zahlen als Exponenten darstellen lassen, treten der ebene Jr i nkeZ und der 
räumliche Winkel auf. 
Es werden die folgenden Annahmen gemacht: 
a) Es gibt eine der Größe "ebener Vi'inkel" zugeordnetes Element !/. welches der 
Beziehung 
(3.2) 
genügt. 
b) Es gibt ein der Größe "räumlicher Winkel" zugeordn('tes El(,Il1Cllt:, 
welches der Beziehung 
[2 = l2 . ;; 
genügt. 
Die erste Beziehung bringt zum Ausdruck. daß .. die Bogenlänge gleich r!t'r 
Länge des Radius mal dem ebenen Winkel" ist, die zweite. daß .. die auf der 
Kugeloberfläche durch den räumlichen 'Vinkel ausgeschnittene Flächt' gleich 
dem Quadrat des Kugelradius mal dem räumlichen Winkel" i~t. "on welcher 
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Art die durch die Gleichungen (3.2) und (3.3) eingeführten Elempnte y und z 
sind, wird Gegenstand der nachfolgenden Untersuchungen sein. 
In Verallgemeinerung der Gleichungen (3.2) und (3.3) wird man darauf geführt, 
Gleichungen der folgenden Art zu betrachten: 
ll' = lV. x, (3.4) 
a) Ist f1 > v, dann ist ;r = ll'-v E 6 die einzige Lösung der Gleichung (3.4). 
b) Ist f1 ~ v, wie beispielsweise in den Gleichungen (3.2) und (3.3), dann gibt 
es kein Element von 6, welches Lösung der Gleichung (:3.4) ist. Es können 
also weder y noch z Elemente von 6 sein, und die Gleichung (3.4) hat daher 
für f1 ~ v zunächst nur formale Bedeutung. 
Um hier weiterzukommen. insbesondere etwas über die Natur der Elemente y 
und z sagen zu können, bedarf es besonderer überlegungen. Es handelt sich 
nämlich um die fundamentale Frage, wie die Division, die zwar für f1 > v 
ausführbar ist, für alle (fl, v) E N2 möglich gemacht werden kann. 
In der Gleichung (3.4) kommen die Elemente ll' und lv vor, die beide Elemente 
von 6 sind. Eine Gleichung wie (3.4) ist durch daR geordnete Paar W, lV) in 
eindeutiger Weise bestimmt. So ist beispielsweise die für y (ebener Winkel) 
geltende Gleichung (3.2) durch das Paar (l, l) bestimmt, die für ~ (räumlicher 
Winkel) geltende Gleichung (3.3) dureh das Paar (12 , [2). ,Jedes Rolch!' Paar ist 
Elempnt der i\Ienge 0 2. Hierdurch wird man darauf geführt, an Stelle der 
~Ienge 0 die .:\Ienge 0 2 zu betrachten, die äquivalent dcr Menge der Gleiehungen 
(3.4) ist. 
Für f1 > )J und f1' > v' hat jede der beiden Gleichungen L" = Lv • x und 
fi" = 1'.' .. r' in 0 genau eine Lösung. Durch Multiplikation dieser beiden 
Gleichungen ergibt sich die Gleichung 
l"""I" = lv~v' . (x x'), 
d. h. daß (las Produkt x,c' Lösung der durch das Paar (/1'+1", lPt V) gegebenen 
Gleichung ist. Dement,:prechend werde auf der Menge 6 2 die folgende multi-
plikatin· Verknüpfung erklärt: 
De/initiol!. e)/ter dem Produkt der Elemente (lt', lp) E 6 2 und (lt,', ZV') E 6 2 
II"rrde da., Paar 
ar"la lide 11. 
Bpi der "oe ben defitlierte~l n~ultiplikativen Verknüpfung liegt interne Kompo-
>'ltlOtl vor. auBenlE'm I~t die' erknüpfung kommutativ und assoziativ. Demnach 
bIl(!PIl die Ele~lPtl~E' yon ~2 multiplikativ verknüpft E'ine kommutative Halb-
gruppe. ahpr ~le bilden kemp Gruppe. da es kein neutrales Element gibt. 
I:'t, ,11 .. < I', da~m h~t.die_dpm Paa: (ZIl. l~) entsprechE'nde Gleichung 1" = lv . ;c 
<111 Lo,ung <' = I E \::. und dll'se Lowng hat als Bild ml'-V E <Bo. Dem-
('[]bprl'dWlld wenle die Abbildung 
/(l!'. lP) = m"-'< 
pinW'{iihrt untl gefordert. daß (liese Abbildung für sämtliche Elemente von 6 2 
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gelte, also nicht nur für die Elemente der durch fl, > v definierten Teilmenge 
von 6 2. Es sei also für jedes (fl" v) E N2 
(3.5) 
kurz geschrieben 
f( 6 2) = illo. 
Durch diese Abbildung wird jedem Element von 6 2 gen au ein Element von 
illo zugeordnet. Ferner gibt es zu jedem Element von illo mindestens ein 
Element von 6 2 , d. h. daß die Abbildung 1(6 2) = illo surjektiv ist. 
Haben die beiden Elemente W, lV), (l"', V) der Menge 6 2 die Eigenschaft. daß 
fl, - v = fl,' - v' 
ist, dann haben sie beide in illo dasselbe Bild, nämlich m ll - V • Demnach ist die 
Abbildung f(6 2) = illo nicht bijektiv, d. h. daß verschiedenen Elementen von 
6 2 ein und dasselbe Element von illo zugeordnet sein kann. 
Sind (lt', l'') und (li", V) irgend zwei Elemente von 6 2, dann ist ihr Produkt 
(lill/', [v+,,'). Das Bild des Produktes ist m(Jl+/()-(v-V') = m(Jl-'·)-(II'-v'). also 
gleich dem Produkt der Bilder. Somit gilt: 
Die ~bbildllng f(6 2) = illoist ein Homomorphismu8. 
E" interes.siert, die Menge derjenigen Elemente von 6 2 zu kennen. die in illo 
dasselbe Bild haben. Zwei Elemente von 6 2, die in illo dasselbe Bild haben. 
seien äquivalent genannt. Die beiden Elemente (lt', lV) und (ll,'. ZV') E 6 2 sind 
genau dann äquivalent, wenn 
(R) 
ist. Man schreibt dann 
({lI, lVi ='" (f!", l"') (mod R). 
Die Relation (R) ist reflexiv. symmetrisch und transitiL "ie ist also eine 
Aquivalenzrelation. 
Die Aquivalenzrelation (R) kann WIe folgt gedeutet werden. Es sei II eine 
Lösung der Gleichung (3.4) für ein gegebenes Paar Cu. v) E .\'2. es gelte also 
[11 = [v. u. 
Dann gilt aber auch, wenn die letzte Gleichung auf heiden Seiten mit [" (x E .v) 
multipliziert wird 
Wird fl,' = fl, + X, v' = v + x gesetzt, so ist 
fl,' - 1,' = fl, - )1. 
Die ,~quivalenzrelation (R) besagt demnach, daß PS unendlich viele Glpichungpn 
vom Typus (3.4) gibt, welche dieselbe Lösung \Vip die ursprüngliehe G1pichullg 
lJl = lv . :1: haben. Aquivalenten Elementen von 6 2• also äquh'alenten Paart'lI. 
entsprechen äquivalente Glpichungen. 
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Durch die Äquivalenzrelation (R) werden die Elemente von 6 2 in di,;junkte 
Klassen eingeteilt; alle Elemente von 6 2, die in illo ~~sselbe Bild habe~, 
werden derselben Klasse zugerechnet. Die Menge der dlsJunkten Klas~en, 111 
welche 6 2 durch die Äquivalenzrelation (R) zerlegt wird, wird die Quotienten-
menge von 6 2 in bezug auf (R) genannt und mit 6 2/R bezeichnet. 
Eine Klasse ist durch irgend ein zu ihr gehörendes Paar ([", l") eindeutig 
gekennzeichnet, da sämtliche übrigen der Klasse angehörenden Paare .durch 
die Äquivalenzrelation (R) bestimmt sind. Die zu dem Paar W, lV) gehorende 
Klasse sei mit [lI', lV] bezeichnet. 
Zwischen den Klassen, also den Elementen der Menge 6 2 / R, kann eine 
multiplikative Verknüpfung erklärt werden: 
Jfit der Verknüpfung (Jf) bilden die Elemente von 6 2 /R, also die Klassen, 
in (relche 6 2 durch die Äquivalenzrelation (R) zerlegt wird, eine kommutative 
Gruppe. 
Das neutrale Element dieser Gruppe ist die Klasse Ll, lJ, das zu W, l"] inversp 
Element ist W, li'J. 
Es gibt eine bijektive Abbildung von 6 2/R auf illo, nämlich 
(:3.6) 
"Jlultipliziert man die Bilder der auf der linken Seite von (M) stehenden 
Faktoren, also m~-" und m/ i -,.', so ergibt sich das Bild der rechten /':leite 
von (JI). Somit ist das Produkt der Bilder gleich dem Bild des Produkte,;. 
woraus folgt, daß die Gruppen 6 2/R und illo isomorph sind. 
Es bleibt noch zu zeigen, in welcher Weise die Menge 6 in die Menge 6 2/R 
.. E'ingebettet" werden kann. Zunächst stE'llt man fest, daß das Element 
{I' E 12 in illo dasselbE' Bild hat wiE' die Klasse lU'-l, lJ E 6 2/ R, nämlich m". 
D. h .. daß 6 bijE'ktiv auf die Menge der Klassen { [[I" 1, lJ I ft E N } abgebildet 
wE'rden kann. Von dieser Abbildung läßt sich zeigen, daß sie mit den oben 
für.z bzw. 6 2 angE'gebel1E'n multiplikativen VE'rknüpfungen ein Isomorphismus 
i~t . 
"-erelen jetzt in der für ,U ~ v sinnlollen Gleichung (3.4) die Elemente von \2) 
durch die E'ntsprcehemlE'n Elemente von 6 2 / R ersetzt, so gelangt man zu der 
(auch fiir /1 ~ l') sinnvollen Gleichung 
W'l, l] = [1"71, IJ' .r. (3.7) 
E~ Ilin! nach einer Klas8e .r gdmgt. die dieser Gleichung genügt. Die Gleichung 
(:l: i) hat. da dip ElelllE'nte \'on 6 21 R eine Gruppe bilclen. genau eine Lösung. 
lhp'f' IIInI prhaltell. llld('m man beide Seiten der Gleiehuna mit dem inversen 
ElplllPTlt \"on [l' I{]_ also mit 1/.1'·11 multipliziert. Ö 
.1" = il". l'T 
Dipse Kla~,,(' hat als Bild in 0'>0 das Element m
"
-'. (ft, v) E N2. Damit sind die 
Lo~ung('n dpr (;[pid.lungl'll Ci.i) für alle ZahlE'npaare (ft, v) E ~\'2 beschrieben. 
dlP llt\"l~lOll l~t SOllllt auf 12 2 ; H imnH'r möglich. 
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Di~ sl:~'IJ('lI lH'sehri;benen Zusammenhänge können mit Hilfe der Abb. 3 
e~l~utllt. wPI.'den. ~\'egen ~er Bedeutung und weiterer Beispiele von Bildern 
dIeser AI t seI auf [I J verwIesen. In der Abb. 3 sind veranschaulicht: 
a) Elelllentp der Menge 6 2 (durch Punkte dargestellt). 
b) Elemente der ~fenge 6 z/R (gestrichelt umrandet). 
c) Elellwntc der -:\Icnge ()3o (durch Punkte dargestellt). 
d) der HOlllomorphismus f (62) = ()3o (durch mit Pfeilen versehene Linien 
Ilargestellt). 
c) DeI' TSIJnlOrphismus fI(6 2/R) = ()3o (durch gestrichelte Linien mit Doppel-
pfeIl dargestellt). 
Flächeninhalt 
Länge 
dimensionslose 
GröfJe 
inverse 
Länge 
----------;--- - .... 
:' Volumen I Länge (I~ 1)' .. ':o.-:~~-__ J 
"- (I~ l') -:-::o-J-_-+-~_--J 
-----------
.-----------
/Fläche/ Länge W/)-.... '~,-+--;>-__ I 
'" Vol umen I Fläche 0'.1') ." ._r-+-__ --r 
------------ --/ebine;: Wi~ke/(Dr :'--::'-,-+--""--
" röuml.Winkel (/~/» " 
'" Sinus eines Winkels (I. /) ... , ,!-' j----.J-
'---------------
Abh. :). "ar~t(\III1Ilg' d(>~ Homomorphismus f « 2 ) = 630 und des V;omorphisnlUR /I (ez,/R) = @o (hlo frpip 
k()llllIllltiltin~ Orllppe ,·om Typus 1) 
Die Eigenschaft., daß durch die Abbildung /(62) = ()3o jedem Element von e 2 
genau ein Element von ()30 zugeordnet ist, kommt in der Figur dadurch zum 
Ausdruck, daß von jedem Punkte von 6 2 genau ein Pfeil ausgeht. der in einem 
Punkte von (\)0 endet. Da die Abbildung surjektiv ist, endet in jedem Punkte 
von (110 minde8ten8 ein PfeiL Aus dem soeben Dargelegten folgt, daß in jedem 
Punkte von (\)0 abzähl bar unendlich viele Pfeile enden, von denen in die Figur 
selbstverständlich nur einige eingezeichnet werden konnten. Alle Punkte von 
6 2, deren Pfeile in ein und demselben Punkte von ()30 enden, gehören derselben 
,Klasse an; eine Klasse ist also gekennzeichnet durch denjenigen Punkt in <330. 
In welchem die Pfeile sämtlicher Elemente der betreffenden Klasse enden. 
Die Klassen von 6 2 sind in der Figur durch eine gestrichelte l'mrandung 
gekennzeichnet. Zu jeder Klasse, also zu jedem Element yon 6 2/ R gibt es 
genau ein Element von ()30. Man kann hier, wie aus der Figur zu ersehen ist. 
von einer "Klasse der Längen" sprechen, einer "Klasse der Flächeninhalte". 
einer "Klasse der Rauminhalte". Die Klasse, die als Bild mO E <330 hat. möge 
als die "Klasse der dimensionslosen Größen" bezeichnet werden. Xeuerdings 
werden diese Größen auch "Verhältnisgrößen" genannt (vgL [8J). ZU der 
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letzten Klasse gehören die Elemente (l, l) und (12,12), ahw auch die den Größen 
"ebener 'Winkel" und "räumlicher "Tinkel" zugeordneten Elemente y und z, 
die Elemente von 6 2 sind. Damit ist die eingangs noch offengelassene Frage 
na eh der Art der Elemente y und z beantwortet. 
\Vie diese Ergebnisse zeigen, ist es keineswegs ein Ausnahmefall, daß zwei 
verschiedenen Größen zugeordnete Elemente von 6 2 das gleiche Bild in (\)0 
haben, d. h., daß die entsprechenden Elemente von 6 2 in der gleichen Einheit 
zu messen sind. Dies ist beispielsweise der Fall bei den den Größen "ebener 
\Vinkel" und "räumlicher Winkel" zugeordneten Elementen y E 6 2 und Z E 6 2, 
die beide in der Einheit mO zu messen sind. Die hier beschriebene Erscheinung, 
daß zwei verschiedenen Größen zugeordnete Elemente Hlll 6 2 in derselben 
Einheit zu messen sind, ist seit langem bekannt, aber bisher nicht Honderlich 
beachtet worden. Das bekannteste Beispiel hierfür stammt aus der Meehanik, 
wo die dem Drehmoment und der Energie zugeordneten Elemente in derselben 
Einheit gemessen werden. Von diesem Beispiel wird unten noch einmal die 
Rede sein. 
Als Ergebnis dieser Cntersuchungen sei festgehalten : 
lVird den Betrachtungen h~ der Geometrie die freie kommutative Grnppe (\1() vom 
Typus 1 mit dem allgemeinen Element m' (~ E Z) zlLgrunde gelegt, dann k!innen 
als Einheiten nllr Elemente von illo auftreten. 
In der einschlägigen Literatur ist es üblich, als Einheit von y nicht m\), ,.;ondern 
rad (Radiant) anzugeben, als Einheit von z nicht mO, :,;andern :;r (Steradiant). 
Dazu ist zu sagen, daß Einheiten wie rad und sr nicht Elemente der freien 
kommutativen Gruppe illo mit dem allgemeinen Element m" (IX E Z), hier abo 
nicht am Platze sind. Eine andere Frage ist, ob eine Winkeleinheit, etwa rad 
(Radiant), zusammen mit der Längeneinheit m (Meter) eine Basis bilden kann. 
Diese Frage wird in § 6 behandelt werden. 
Eine besondere Rolle im Größenkalkül kommt den "dimensionslosen Größen" zu. 
Gemäß den oben gemachten Annahmen sind die dimensionslosen Größen der 
Geometrie durch 
gekennzeichnet. Danach ist beispielsweise das dem ebenen 'Winkel zugeordnete 
Element y eine >:iolche Größe. 
Die dim€usiol/.;losen Größen bilden einen kommutativen Körper K, der isonwrph 
ZIl dem Körper n ist. Ein Beweis hierfür ist in [1], § 7, S. 43, gegeben. 
Die Bedeutung der dimensionslosen Gräßen rührt nicht zuletzt von der 
Eigcl1Sehaft her. daß von diesen Größen beliebige Funktionen gebildet werden 
können. Es gilt der folgende 
Satz. ht.r = ; mO eine dimellsionslose Gröf3e, also .r E Kund h(x) eine beliebige 
Fllnktion ml/ .1". dal/II ist 
\r('gen eirws Beweises dic,;eli Satzes sei auf [1}, § 13, S. 57, verwiesen. Hier sei 
nur angemerkt. daß der Beweis daraus folgt, daß die Elemente von Keinen 
zu dem Körper Q isomorphen Körper bilden. Aus dem letzten Satz folgt, daß 
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h und x derselben Klasse angehören, also in (\)0 dasselbe Bild haben; es ist 
somit 
f(h) = f(x) = mO. 
d. h.: 
Jede Punktion einer dimen8ionslosen Größe ist eine dimension.slose Größe. 
Danach ist beispielsweise 
sin (~mO) = (sin~) m O; 
entsprechendes gilt für die übrigen trigonometrischen Funktionen und die 
Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen, etwa 
arcsin (~mO) = (arcsin ~) mO. 
Ferner ist 
In (~mO) = (In ~) mO. 
§ 4-. Frei!' ~loduln vom Typus 2 
Bei der Anwendung des Größenkalküls auf die Geometrie wurde den Betrach-
tungen ein freier .Modul vom Typus 1 zugrunde gelegt. Sobald aber die An-
wendung des Kalküls auf die Kinematik oder auf die Dynamik ausgedehnt 
werden soll, wird es erforderlich, freie .Moduln von höherem als dem Typus 1 
heranzuziehen. Im folgenden sollen die Eigenschaften der freien .:vloduln vom 
Typus 2 beschrieben und deren Anwendung auf die Kinematik erörtert werden. 
Es wird die .Menge der Paare von ganzen Zahlen, also die Menge Z2 betrachtet. 
Gemäß dem unten stehenden Schema kann diese .Menge durch die Punkte 
eines ebenen Gitters veranschaulicht werden. 
~2, 1 
~2,0 
~2, ~1 
~1, 1 
~1, 0 
~1, ~1 
0,1 
0,0 
0, ~1 
1, 1 
1,0 
1, -1 
2,1 
2,0 
2, ~1 
Diese Menge werde im folgenden mit r bezeichnet, ihre Elemente mit ("-. ß), 
(,,-', ß'), . ... Wird durch 
("-, ß) + (,,-', ß') = ("- + ,,-', ß +- ß') 
eine additive Verknüpfung auf r erklärt, dann bilden die Elemente von reine 
kommutative Gruppe. Dieses sieht man wie folgt ein. 
1. Die Summe zweier Paare ist wieder ein Element der :\'Ienge r. 
2. Für die Addition gelten das assoziative und das kommutative Gesetz. 
3. Es gibt ein neutrales Element; dieses ist hier das Zahlen paar (0. 0). denn es 
ist 
(,,-, ß) + (0,0) = ("-, ß), 
welches auch das Element ("-' ß) sein mag. Es gibt ein und nur ein neutrales 
Element. 
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4. Zu jedem Element (oc, ß) gibt es ein und nur ein inverses Elemcnt,. hier 
symmetrisches Element genannt. Das zu dem Element (oc, ß) symmctrIsche 
ist (-oc, -ß), denn es ist 
(oc, ß) + (-oc, -ß) = (0,0). 
Bemerkung. Das zu (0,0) symmetrische Element ist (0, 0). Dic Symmctrie 
kann geometrisch interpretiert werden; sie bedeutet Spiegelung am Punkte 
(0,0). 
Die Elemente der kommutativen Gruppe r bilden einen freien Modul vom 
Typus 2 über dem Ring Z der ganzen Zahlen. In der Tat, jedes Element 
(jJ = (IX, ß) Er kann dargestellt werden durch 
(jJ = 1X(jJ1 + ßW2 = 1X(1, 0) + ß(O, 1), 
Somit sind (jJI = (1,0) und (jJ2 = (0,1) Erzeugende des Modul" r. Diese 
Erzeugenden sind linear unabhängig, denn die Gleichung 
1X(1, 0) + ß(O, 1) = (0,0) 
zieht IX = 0, ß = ° nach sich. Somit bilden die Elemente (t)l, (J)2 eine Basis 
von r, und damit ist gezeigt, daß r ein unendlicher freier ;\{odul vom Typus 2 
ist. 
r kann kein endlicher Modul sein, denn dann hätte r keine Basis. 
Es sei (CI., ß) E r, und es werde die Menge mit den Elementen m' sß bctrachtet. 
Sie sei im folgenden mit G30 bezeichnet. Dabei bedeute m die Längeneinheit 
,.1 ;\Ieter" (Basis des Vektorraumes der Längen) und s die Zeiteinheit 
,.1 Sekunde" (Basis des Vektorraumes der Zeitdifferenzen). Entsprechend 
dem untenstehenden Schema kann die Menge G30 durch die Punkte eines 
ebenen Gitters veranschaulicht werden. 
I 
I 
mO Si 
I 
I 
m-2 ,,0 __ m-I sO __ mO sO __ ml 80 __ m2 sO 
I 
I 
m-2s-1 m-1 S-1 mOs-l m l 8-1 m2,,-1 
I 
I 
................................................. 
030 enbtcht formal aus r dadurch, daß die Elemente von r zu Exponenten-
paan'n des Paares (m. s) gemacht werden. 
Sind m' Si! und m" sr!' irgend zwei Elemente von G3o, dann sei ihr Produkt 
m' . ,. Si!' ,J'. also ebenfalls ein Elemcnt der .\Icnge G3o. Die Elemente der 
'\lenge 01 0 bilden multiplikati\' \'erknüpft eine kommutative Gruppe, was an 
Hand der Uruppenaxiome unmittelbar bestätigt werden kann. Das neutrale 
Element dieser Gruppe ist rno so, das zu m' sP inverse Element ist rn-X s-ß. 
Das neutrale Element mO sO ist idernpotent, d. h. es ist 
(mO sO)., = m O so. 
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Die ~ommlltativen Gruppen T ll?ld <l30 sind isomorph. Es besteht eine bijektive 
AbbIldung des Moduls r auf ehe Gruppe <l3 0 . Ist f(w) das in <l30 aeleO"ene Bild 
von (I) = (CI-. (3) EC r, dann gilt b 0 
f(r.)) = m X sß und f- l (m' sß) = (CI-, ß) = w. 
Fenwr ist für U), 0/ EC r 
f (0) + (0') = f((I)) . f(w'), 
d. h. das Bild der Summe zweier Elemente von rist aleich dem Produkt der ~ilder der Summanden. Demnach sind Addition (in 01') und :\lultiplikation 
(lll mo) homologe Verknüpfung~n. 
(\)0 ist eine kommutative freie Gruppe vom Typus 2. In der Tat, die Elemente 
w~ = (1, 0) und (1)2 = (0, 1) bilden eine Basis des Moduls 1'. Die in <l30 gelegenen 
BIlder von (J)I bzw. (1)2 sind m l sO bzw. m O sI. Aus der Isomorphie von rund (\)0 
folgt, daß sich jedes Element von <l30 darstellen läßt in der Form 
m' si! = (mI SO)' . (mO sI ),3. 
Somit sind 111 1 sO und mO sI Erzeugende der kommutativen Gruppe (\)0. Ferner 
zieht (mI sO)' . (mO sl)l) = m O sO nach sieh (CI-, ß) = (0,0), d. h. daß die 
Elemente m 1 sO und mO SI eine Basis von <l30 bilden. 
~\us den Eigenschaften von (\)0 folgt. daß m" sß = m" sß' dann und und nur 
dann gilt, wenn (IX, ß) = (IX', ß'), cl. h. daß die Elemente von (\)0 paarwei,;e 
disjunkt sind. Insbesondere zieht, also m' S/1 = mO SO nach sich (CI.. ß) = (0. 0). 
Gäbe es nämlich ein Paar (CI., ß) cF (0,0), so daß m' S') = mO sO wäre, dann wäre 
(i)o keine freie kommutative Gruppe vom Typus 2. 
Es könnte zunächst den Anschein haben, als ob die Einheiten mund s in der 
eben erwähnten Menge (530 nicht enthalten wären. An die Stelle clC'r Einheit m 
tritt hier die Einheit m 1 sO und an die Stelle der Einheit s die Einheit mO ,;1. 
Entsprechendes gilt für die Einheiten. die Potenzen ,-on mallein bz\\". Potenzen 
Yon s allein sind. Diese Einheiten sind diejenigen. die in der oben angegebenC'n 
Darstellung der Gruppe 630 auf der gestricheltcn Horizontalen hz\\·. \-C'rtikalen 
C'ingezeichnet sind. 
Zur Beschreibung geometrischer Eigensehaften reicht die komlllutatin 
Gruppe 630 vom Typus 1 mit dem allgemeinen Element m'. CI. EC Z au~. Sollen 
dagegen im Bereich der Kinematik geometri,.;che Größen (large~tl'llt \H'1'(len. 
so hat man sich der Elemente m' sO (CI. EC Z) zu bedienen. Die :'Ienge (lie~er 
Elemente bildet eine kommutative Gruppe vom Typu.s 1 mit der Basj.; m 1 ,,0. 
Diese Gruppe ist eine Untergruppe der für die Kinematik maf3gebendl'1l 
kommutativen Gruppe 630 vom Typu,.;:.! mit dem allgemeirwn ElenH'nt 
111' Sll, (CI-, ß) EC Z2. Diese Untergruppe ist Bild eines t"ntC'rmoduls.l de~ 
:'Ioduls 1'. Ist (1)1 = (1, 0) EC J' (las Bild von m l ,,0 E (\)0 und (')2 ~ (0. I) EC r 
das Bild von !u0 Si E 630. dann ist das allgemeine' ElemC'nt \"011 r gegehC'll durch 
CI- (1)1 + ß (1)2 mit (CI-, ß) EC Z2. Das allgemeine Element rle .. l-ntn!llot!ub 1 i"t 
CI. • 0)1 + 0 . (')2. Es ist demnach der rntcrmodul J die :'lengl' 
~1 = { .... (-1. 0). (0.0). (I. 0) . ... }. 
Ferner "ei noch bemerkt. daß die Einlll'itpn der "-inkelge:ich\\·illliigkeit m() ~-l 
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uml der 'Yinkelbesehlcunigung mO ,,- 2 Elemente einer anderen Cntcl'gruppc 
von illo sind. Es ist dies die rntergruppe, deren allgemeine~ Elnnent mO,,~ 
mit /3 ~ Z ist. Zu ihr gehört der Untermodul 
j' = { ... , (0, -1), (0,0), (0,1), ... }. 
Ab Ergelmi8 der vorangehenden Betrachtungen sei festgehalten : . 
Die kOll/lIl1ltatire entergrllppe von endlichem Typus rnit delll allgemeil/en 
Element m' ,,0 hat eine Basis, die aus genau einem Element be8teht, nämlich 
ln1 so. 
Demnach findet keine Enceiterung der Basis von einem auf zwei Elemente 
statt. 'H'lln m 1 , abo die Basis der kommutativen Gruppe vom Typus 1 mit 
<lem aIlcremeinen Element m~, 'l. ~ Z, durch m1 SO ersetzt wire!. Diese rIlter-
gruppe hat zwar zU'ei Erzeugende, nämlich m 1 SO une! mO ,,1, aber eine nur aus 
einem Element, nämlich m 1 sO bestehende Basis. 
Für das neutrale Element mO S0 der Gruppe illo vom Typu:-; 2 gilt <las gleiche 
"ie für das neutrale Element der Gruppe (00 vom Typu::; 1 (vgl. § 2, S. 20ft), 
nämlic-h: 
Jede< Elementwll (SJ0 bleibt ungeänrlert, gleichgültig, ob es mit der Zahl 1 oder 
mit dnll neutralen Element m O SO 1Imltipliziert tcird. 
""ird lla:; Trennungsaxiom (vgl. § 2, S.21) zugrunde gelegt, danll kann allS 
(mO SO) . (m~ 8/1) = 1 . (m~ S/9) 
nicht auf m O sO = 1 geschlossen 'Yerden. 
~ 5. Anwendung auf die Kinematik 
In der Kinematik hat man es außer mit geometrischon Größen noch mit 
(3rößen wie Zeitdifferenz. Geschwindigkeit, Beschleunigung usw. zu tun. Es 
handelt sich im folgenden darum, die Ergebnisse e!es § 3 so zu verallgemeinern, 
daß der Kalkül auf die Kinematik angewendet werden kann. Da die in § 3 
benutzten Begriffe und :\Iethoden bei sinngemäßer Erweiterung übertragen 
werden kÖlllH'Il. ,;eien im folgl'ne!en nur die ,,,ic-htigsten Ergebnisse mitgeteilt. 
l"lltN (1'0 werde die im vorhergehenden Paragraphen besc-hriebene freie 
kOllllllutati\"e ()ruppe vom Typus ~ ver,;tanden. bt l das allgemeine Element 
db ,-p/.;:tolT<lutlle.'; der Liingen. I da" allgemeine Element des Vektorraumes 
der Zeitdifkn·nzen. dann ist die :\Ienge 13 dureh 
(5.1) 
d..fini .. rt. Für die Elell1pr!t(· "on 13 gelte die :.\Iultiplikatioll8yorschrift 
.\Ii! di .. ",!, '·,·rkniipfull).!: bilden die Ell'l1wnte von G eine kommutati,"e Semi-
.!..':l"lIPP"· 
.\Ii! 2: i>t am·I! dip :\11'l1).!:e 0~ definiert. 
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Die Abbildung von 6 2 in mo sei 
(/1, 11, Q, a) E S\ 
kurz 
f(6 2 ) = mo· 
Diese Abbildung ist ein Homomorphismus. 
Zwei Elemente von 6 2 werden äquivalent genannt, wenn sie in mo dasselbe 
Bild haben. Die Elemente (li' tQ , Iv ta) und W' ta', V ta') sind genau dann 
äquivalent, wenn die .~quivalenzrelation 
(R) (/1 - 11, Q - a) = (/1' - 11', r/ - a') 
erfüllt ist. Durch die Aquivalenzrelation (R) werden dic Elemente von E2 in 
Klassen eingeteilt; die Menge der Klassen, also die Quotientenmenge "on E2 
in bezug auf (R), sei mit 6 2/R bezeichnet, ihr allgemeines Elcment mit 
[Z,11 t Q , Iv ta]. 
Die Elemente der Quotientenmenge 6 2/ R bilden mit der multiplikatiren l'er-
knüpfung 
eine zu mo isomorphe Gruppe. 
Das neutrale Element von 6 2/R ist die Klasse [lt, ltJ. das zu der Klasse 
ll" tQ , IV ta J im'erse Element ist die Klasse W ta , /I' tQ ]. 
Die soeben beschriebenen Zusammenhänge mögen wieder an einer Figur 
verdeutlicht werden. In der nachstehenden Figur sind veranschaulicht: 
a) Elemente der Menge 6 2 (durch Punkte dargestellt), 
b) Elemente der Menge 6 2/R (gestrichelt umrandet), 
Länge 
dimensionslose 
GriiDe 
Geschwindigkeit 
Winkel-
geschwindigkeit 
Zeitdifferenz 
/fIt ~-I-t)--------"':-=-"'"'--\----
" ( /I ~ /I, --'--\------::-,.±;;;. 
\, (l't , I't) 
..... _-----------
mfs' 
m'sO 
DJ-o 
m'!>' 
m's·t 
i 
! 
m's· 
Ahi>. 4. Darstellung des lIomorn()rphi~lllll~ j (~2) ~o uwl dps !:.:;nmurphbTllu" h (oZ2.'lO = (~)D ,(\>u frl'j~, 
kOllllllutati\"e Unlppe ,"Olll Typus 2) 
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c) Elemente der freien kommutativen Gruppe illo vom Typu:l :2 (dureh Punkte 
dargestellt) , 
d) der Homomorphismus /(62) = ffio (durch mit Pfeilen ver,.;chene Linien 
dargestellt), 
e) der bomorphisnlUsh(62jR) = ffio (durch gestrichelte Linien mit Doppel-
pfeil dargestellt). 
Für die so erhaltene Figur, die eine Verallgemeinerung der in § 3 darge,.;tcllten 
ist, gelten die sinngemäß erweiterten Aussagen des § 3 (vgI. S. 29ft). 
Als Ergebnis der vorangehenden TI ntersuchungen sei festgehalten : 
lr ird den Betrachtungen in der Kinematik die freie kommutative Gruppe ffio 
t·om Typus 2 mit dem allgemeinen Element m'" sß ((x, ß) E Z2) zugrunde gelegt, 
dann können als Einheilen nur Elemente von illo auftreten. 
In der Kinematik sind die dimensionslosen Größen durch 
x = ~ m O sO 
gekennzeichnet. Sie bilden ebenso wie die dimensionslosen Größen der Geometrie 
einen kommutativen Körper K, der isomorph zu dem Körper n ist. Ist 
x = ~ mO sO E Kund h (x) eine beliebige Funktion von x, dann ist 
h(x) = (h(~)) mO so, 
cl. h. daß f (h) = j(.l·) = mO so, also hebenfalL eine dimen"ion"Iose Größe ist. 
So gilt llC'ispielsweise für den ebenen Winkel y = 1) m O sO 
sin y = sin (r/ mO sO) = (sin 1/) m O sO. 
Es sei y üas der Größe ebener "Winkel zugeorünete Element, t das der Größe 
Zeit zugeordnete Element. Dann ist das der Größe IV inkelgeschwindigkeit 
zugeordnete Ekment definiert als der Grenzwert eines Differenzenquotienten, 
in Üessen Zähler die Differenz zweier v-Elemente und in des~en Nenner die 
Differenz zweier I-Elemente steht. Somit ist das der 'Vinkelgeschwindigkeit 
zugeon\nete Element - es sei mit IV bezeichnet - mit den Elementen y und t 
durch 
n·rknüpft. Aus I = Iy folgt 
(5.3) 
1 = u· . t . 1. 
1,;t (\i o die frpje kommutati\'e Gruppe yom Typus 2 mit dem allgemeinen 
EI .. nwnt m' ~,o. (:I.. p) EC ~Y2, dann folgt \\"C'gen 
tU) = rn1 ~o und t(t) = m O s1 
/(11") = m O s-1, 
d. 11 .. daß dil· \rillkl'lges~hwindigkeit in der Einheit rno 8-1 zu messen ist. 
\rie IllH'1l <1arg('I(·1't. i~t in der Kinematik der ebene \rinkel in mO sO zu messen. 
In der Praxis wird pr oft in der Einheit 2:r mO sO gemes"en, also einer Einheit, 
dl(' das 2 :r-fache <I('r Einheit m O sO ist. niese Einheit wird Periode auch 
l~fI!flr,hIlIIfJ f:!"pnannt. ' 
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Dementsprechend kann die Winkelgeschwindigkeit auch in der Einheit 
27C: mO ~--! gemessen werden, einer Einheit, der man den Namen .,1 Hertz" 
gegeben hat. Diese Einheit kann als Periode je Sekunde, auch Umdrehung je 
Sekunde charakterisiert werden. Es ist Brauch, die ·\Yinkelgeschwindigkeit. 
wenn sie in der Einheit mO s-l gemessen wird, Kreisfrequenz zu nennen, sie 
dagegen, wenn sie in der Einheit 2n m O s-! gemessen "'ird, Frequenz zu nennen. 
Aus dem Größenkalkül heraus läßt sich dieser Brauch nicht rechtfertigen, 
denn niemand wird daran denken, der "Geschwindigkeit'· yerschiedene Namen 
beizulegen, je nachdem, ob sie in Meilen/Stunde oder ~leter/Sekunde gemessen 
wird. 
S 6. Erweiterung eines Einheitensystems 
In der Physik ist es üblich, die Elemente einer Basis einer freien kommutativen 
Gruppe von endlichem Typus als "Basiseinheitcn" zu bezeichnen. So bilden 
beispiel~weise in der Kinematik die Einheiten mund s eine Basis. 
Eine in diesem Zusammenhang oft diskutierte Frage ist die. ob die Längen-
einheit m (Meter) und eine gewisse "\Vinkeleinheit. etwa rad (Radiant). zu-
sammen eine Basü, bilden können. Um diese Frage zu untersuehen. sei vor-
bereitend daran erinnert. daß die freie kommutative Gruppe vom Typus 2. 
wie sie in § 4 beschrieben wurde, als allgemeines Element m' sß, (x, ß) E Z2 
hat, und daß m! sO und m O SI Erzeugende von (130 sind. die eine Basis bilden. 
Infolgedessen sind die Elemente von (130 paarweise disjunkt. d. h., daß 
m a sß = m"" sß' dann und nur dann gilt, wenn (x, ß) = (x'. ß') ist. 
\Vird in der soeben erwähnten Gruppe (130 das Element s durch das Element 
rad. ersetzt, dann ergibt ~ich eine freie kommutath'e Gruppe 1'om Typus 2 
mit dem allgemeinen Element m~ rad ß, (x, ß) E Z2: sie hat die Erzeugenden 
m l rael0 und m O rad!, die eine Basis bilden. Diese Gruppe werde mit Ci): 
bezeichnet und den folgenden Betrachtungen zugrunde gelegt. 
Des weiteren werden die folgenden Annahmen gemacht: 
a) da,; der Größe "ebener "\Yinkel" zugeordnete Element 11 ~ei Element dc.' 
eindimensionalen "\'ektorraumes, der die Basis 110 = m O radI hat. 
h) das Element 11 genüge der Beziehung 
I = I· /I. 
Aus I = I . n folgt, daß die in (13: gelegenen Bilder YOll I und Il der Beziehul1i! 
fU) = f(l) . f(ll) 
genügen. Mit 
t(l) = m l rilllo, f(lI) = mO radI 
ergibt sich aUR dieser Beziehung 
ml ra<10 = m l radI 
Hier i~t m' nl<V = In" radi)'. ohne daß (x. (l) = (x', {i'l i~t. Dil''; ~t('ht in 
\Yiderspruch zu der Yorauss~tzung, daß (I) ~ ~il1(, freie k0Il1Ill11tatin' .( ;rllppe 
\"()Ill Typus 2 ist. Damit ist gezeigt, daß es kcm dl'r Annahmt' a) 1.!f'llllgt'lHles 
Element 11 gibt, wdehes die Beziehung I = I . u crfiillt. 
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Soll an der Annahme a) festgehalten werden, so bleibt nur übrig, die AI1I.udH~e 
b) durch eine mit a) verträgliche zu ersetzen, Eine solche Annahme 1st dw 
folgende: 
h') das Element u genüge der Beziehung 
U=Uo'y (6.1) 
wobei y E J( das auf Grund der in § 3 gemachten Annahmen der Gr~ße "ebener 
Winkel" zugeordnete, der Beziehung 1 = 1 . y genügende Element l:-;t. 
Durch die Annahme b') wird erreicht, daß das nunmehr der Größe "ebener 
'Yinkel" zugeordnete Element u in der Einheit m O radI gemess:n '~~lf(len 
kann, und glei.chzcitig die Längeneinheit m l rado ()'1eter) und die "l~kel. 
einheit m O radI (Radiant) zusammen eine Basis der freien kommutatIven 
Gruppe m: bilden. 
:\" achstehend einige Eigenschaften des soeben eingeführten Elem<:>nt.<:>s u: 
1. Aus (6.1) folgt Y = lL!Uo. 
Die für y gültige Beziehung 
1 = r . y, (l Bogenlänge, r Radius) 
geht bei Einführung von 11 über in 
1 = r' u!uo 
2. 'Yähr<:>nd für das Element y wegen y E J( d<:>r Sinus gebildet werden kann, 
sin y = sin (u/uo) 
ist dies wegen u ~ J( für das Element u nicht möglich. E" exi"tiert le(liglich 
der Sinus eines "Quotienten zweier 'Yinkel". Entsprechend<:>" gilt für die 
übrigen trigonometrisch<:>n Funktionen. 
3. Es ,;ei 
(3 = {ll'U Q I (/l, '1) E N2 } 
die Semigruppe, elie aus der in (5.1) angeschriebenen dadurch entfiteht, da[~ 
t durch 11 er,.:etzt win!, m: sei die soeben eingeführte freie kommutative 
Gruppe ,"om Typus 2 mit der Basis m 1 rado, m O radI. Dann ist die Abbildung 
/(0 2 ) = m: ein Homomorphismus, aber kein J.somorphismus. Dieser 
Homomorphismus ist in Abb. 5 veranschaulicht (,'gI. hierzu die der Abb. 5 
Pllhprechemlc Abb. -1). 
\rip :\bb.;"} zu pntnehmen ist, hat das Element y als Quotient Bogenlänge! 
Hadins \"ie jef!er Quotient vorn Typus 'll in m: das Bild m O radO, clagegen 
hat ,la.' Elelllent 11 in (1): rla~ Bild mO racll . \renn durch die Annahmen a) und b') 
auch he\\'irkt wird, dall y und lt verschiedene Bilder in (1)* haben, so wird 
,!pnllfwh kpin J.'0I1IOrphis/li1/8 erreicht, es wird lediglich cl~r u1'sprünuliche 
H()Il1()m()rphi~mw' Illodifizipl't. So haben bei~piebweise die Quotienten [/t und 
1I 11 da~~dhe Bild, nämlich m O rado. 
npht man lloc·h einE'1l :-\c'hritt weitpr, indem man den Bctrachtunaen eine freie 
kOlllllllltilti\"e Gruppe (I)() 1'011/ TYPllx') mit der Bais ml rado sro~ mO radI 8ro, 
IllO rado ~rl zugl'Ull\lc It'gt. und gl,'ichzeitig ein der Größe "räumlicher \Yinkel" 
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Länge 
dimensions/ase 
Grö(Je 
Länge/Winkel 
Winkel 
Länge mal Winkel 
((i·C;~-I;;;J""'-\-------.:\--__ , 
i,o'u. lu) .r-----~--+----r-
.. _~--._----~ 
m' rad· 
,/(i~~-'~j---... ----------",---=--+-~ 
: (I u~ I u') ~+~=t~ mO rad· 
\,,[I'u ,/'u} ----_-,7', '--1-~ 
"'---
((piJ7;;Q '.:'':----+---;>....J. 
:"(~'u', I u9/0;,.:.t--------_+'---;...o--r-- m'rad-' 
((T~~{-;;J''''r----+,.--_..L 
\JI'u', /'uJ .~------
--. .. 
m·rad' 
m'rad' 
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zugP(Jr(lrlPtf''; Element v einführt, das Elf'mf'nt eines eindimensionalen Yektor-
raulllPS llIit (If'r Bm,is Vo = mO rado sr1 ist, dann wird z\yar errf'icht, daß die 
Elf'lllentc (fl, 1l und v ycrschiedene Bilder in der en\'ähnten Gruppe 6)0 \'0111 
Typus:~ haben, 
j(lfl) = mO rado :;1'0, j(u) = m O radI 8ro, !(v) = mO ratio sr1 
abcr die Abbildung! (6 2) = (Ba ist kein Isomorphismus, denn es haben beispiek 
weise llie Quotif'nten /}l, n/lI, l'/V dasselbe Bild in (Ba. nämlich mO ratio 81'0. 
Ginge man sehließlich so weit, den Größenkalkül auf die ~Iechanik anzmyenllen. 
\'on welcher ja die Geomdrie ein Teilgebiet ist, so hätte man eine fn-ie koml1m-
tati\'e Gruppe (Bo rom Typus 5 zugrunde zu legen, deren Basis dllrc·h dip 
fünf Elemente 
m1 rado 8ro kgO so, ... , mO racl0 81'0 kgO sI 
gegpben ist. Tut man dies, so wird erreicht. daß die (kn (;rößen .. EIH-rgit'·· 
und ,.Drehmoment·' zugeordneten Elemente ycrschiedene Bildcr in der 
Gruppe (Bo yom Typus 5 haben. Die Energie ist in der Einheit m" rado sro kg l s-~ 
zu messen, das Drehmoment in der Einheit m2 rad- l ~rO kg l ~-2. 
\Vie die vorstehenden "l'ntersuchungen zeigen, ist es möglich. Einheitt'n \\ip 
rad und sr als Grundeinheiten einzuführen. Zwar wird da(lurch PITeicht. llaß 
gewisse verSf'hiedene Elemente von 0 2 auch ver,.,chieclent' Bilder halwn. ahn 
ller Homomorphismus f (0 2) = (Bo wird dadureh kein J.'O/I/M]Jhi.'III/{.,. er \\'inl 
nur modifiziert. Eine geringfügige ,Modifikation des Homolllorphi"mus winl 
dureh einen formalen ::\Iehraufwand (Verwendung einer fn'ien !;:olllmutat i \"('n 
Gruppe ,"om TnJUs [! mit großem C) f'rkauft. ohl1(' daß das Ziel. pin Isomor-
phismus, erreicht wird. Daher kann zumil1lkst in der Gpolllt'tri,' dic Einfiihrnng 
\'on rad und sr als Basi::winheiten nicht empfohlen werdcn. 
\rill man. aus \n-lrhen Uründen auch immer, derarti,!! pnn-itl'l'te Einheitl'n-
srsh:me benutzen, dann ist abzlIwiigen. ob der dabei erzit'ltl' Yorteil. der in 
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einem gerino'fügio'en "lehr an Information besteht, den mit der ~=nn,iterung 
"" Ö f ' 'I \~erbundenen :UC'hraufwand rechtfertigt. Oft wird es vorteilha tel' sem, "IC 1 zu 
bescheiden und yon der Existenz des nun einmal vorhandC'nen Homom()r~ 
phis mus Kenntnis zu nehmen und ihm Rechnung zu tragen. 
§ 7. Amren!lung auf !las .'IIKSA-System 
Bei der Anwendung des Größenkalküb auf den Bcreich der Mechanik-Elektro-
c1nlamik ist es üblich, den Betrachtungen die Einheiten des sogenannten 
"IKSA-Systems zugrunde zu legen, In dem genannten Bereich der Phy,lik hat 
man es mit Längen, "fassen. Zeit differenzen, Stromstärken und ancleren aus 
diesen Größen abgeleiteten Größen zu tun, Zu diesen Größen gehören die 
folgenden Einheiten: 
Länge ........... m (Meter) 
:'lasse ............ kg (Kilogramm) 
Zeit differenz ...... s (Sekunde) 
Stromstärke ...... A (Ampere). 
In "erallgemcinerung des in § -! beschricbenen Vorganges wird lwi dem 
JfKSA-System den Betrachtungen eine freie kommutati\'e Gruppe (ßn \'O!l1 
Typus -! zugrunde gelegt. Das allgemeine Element die,;er Gruppe i"t, 
Eine Basis dieser Gruppe ist 
m 1 kgO sO AO. m O kg1 sO AO, m O kgO sI AO, mO kgO sO AI, 
ihr neutrales Element ü;t mO kgO sO AO. Ferner sei daran erinnert, claß clie 
heiden ElemPlüc 
dann und nur cl<mn gleich sincl. \\'enn 
(:x. rJ. ;'. b) c= (:x'./)'. y'. b'). 
\~()n C'iIwr nähen'll lk'('hreibung der hierher gehörenden kommutativen 
~('migrupp(' -2; ~('i a bgt'~('hen: es möge der Hinwei8 genüaen, daß e8 o;ich um 
('in\' \~('rallgen1t'illerung der in ~ 5 beschriebenen Semigru~pe handelt, Ebenso 
Ili" dort wird -2;2 iwoihlet unel die durch f (2;2) = (130 gegebene Abbildung 
eingdiihrt. die' cin Hom()morphi~mus i~t, Durch diese Abbilcluna wird jedem 
Element \'on -2;2 gC'!l<IU ein Elpnwnt \'()Jl (\)0 zugeordnet: cl~ Abbilduncr f \.::; 2) c. 010 i~t ~ur.id;.tiy, ,.. 
El('lllelÜt' YOll '::;2, die in 0)0 dasselhe Bild haben. werdt'n äClui"alent genannt, 
1!1;'s fuhrt ;i ,lf PlllP .-\quiyalpn.zrelatioll (R) und damit auf die Quotientenmenge 
~- H, das Ist die ~lpngp <lpr hla~sen. in weldw die Elenwnte "on (2;2 durch (R) 
,'in,,"1 pilt \\'P1'< !('ll, 
1>/1 n'I'U 1/11 ,1,1' (!/ioliell!llIlI/f'II!j( '::;2 R bifden fi/le zu (\lo isoll/orphe. Gruppe 
DIP \·llr~t .. 1H'lltl l)('~C'lll'H'l)(,lwn Zusamnwnhänge mögen durch die Abb,6 
yprd.,utlIdJt \\I'1'<len, Dahej sind die Elemente yon (2;2 bzw. 6 2!R durch ent-
I 
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sprel'hemle in der Physik gebräuchliche Xamen charakterisiert. In der folcrenden 
Figur sind ,~eranschaulicht: '" 
a) Elemente der Menge 6 2 (durch Punkte dargestellt), 
b) Elemente der ~Ienge 6 2/R (gestrichelt umrandet), 
c) Elemente der freien kommutativen Gruppe <l3o vom Typus 4 (durch Punkte 
da rgestellt), 
d) der Homomorphismus f (62) = <l3o (durch mit Pfeilen versehene Linien 
dargestellt) , 
c) der Isomorphismus td6 2jR) = <l3o (durch gestrichelte Linien mit Doppel~ 
pfeil dargestellt). 
Länge 
Masse 
Zeitdifferenz 
Stromstärke 
dimensionslose 
GrolJe 
Kraft 
(~~~---~}---­
',,----' 
r 
-'"E---"'-( ___ mekg·s
'
Ao 
! 
-,o(----l>-i~- .. me kg·soA' 
/;b;;;;Wi~k~i-~'·''..,-l--_-_-;~~-_-J-tc--::?" m'kg's'A' 
i räuml. Winkel ~­
\Wirkungsgrad " 
...... _- ... _---- --- ---"'; 
-,,-
_<E---
m'kg's''A' 
m'kgts-.lA~ 
O). 
elektr: Spannung (---'}- __ -~ ----+--\~mlkg's.A-' / 
... _-_ ..... 
--~----
AbI!. H. Daf:-:tellun-! df':' lIomoIllorphi.,ltll1:' l (12;2) (')0 lind de..; JsoJ1)orpllj .. mu.;;, /1 (e~ R) (')J' ((\)(1 fn,j(' 
kOIrlllllltati\'e Urnppr YDm Typn~ 4) 
,ne die Figur zeigt. ist die ~~bbildung f ni('ht bijpktiv. ~() halwn bpi'pieb\\·pi.;p 
die den Größen .. ebener Winkel" ... riium!ieher \Yinkel" 1I1ltl .. \Yirkunl'~gra(l" 
zugeordneten Elemente dasselbe Bild in <l30, nämlieh m ll kl'O ~II AO ~\ll('h die 
den Größen Energie und Drehmoment zugeordneten Elcmente haben da~~(']I)f' 
Bild in <l3o, nämlich 1112 kg1 8-2 AO. Das letzte Bei"piel i4 wohl da, hekannle4p 
dafür. daß zwei ihrer X at ur nach yerschiedene ph~~"ikali,(·hf' (~r()[kJ\ in ('in 
und derselben Einheit gemessen werden. 
Zwischen Drehmoment und Energie be . ;teht die Beziehung 
Energie = Drehmomcnt ma I \Yinkel. 
DipseI' Beziehung l'l1bpricht in 6)0 die Glei('hung 
111 2 kg 1 ,,-2 AO = (m2 kg 1 ,-2 c\O) (mO kgO ,,0 All). 
Im übrigen sei auf elie DarlegungcJl de", § (j \~er\\"ie';t'Jl. \\"cl gt'I.('i!.!1 lIurd ... \\"i" 
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sich durch Erweiterung des Einheitensystems erreichen Hißt, daß zu Dreh-
moment und Energie verschiedene Einheiten gehören, 
Zur Beschreibung der Erscheinungen der Mechanik reieht die kOllllllutatin" 
Gruppe vom Typus 3 mit dem allgemeinen Element m ~ kgß ,;/, ('X, j]. y) C Z:l 
aus. Sollen dagegen Größen der Mechanik in dem Ge,;amtbcrl'ieh :\lechanik-
Elektrodynamik dargestellt werden, so hat man sich der Elemente Ill' kg'~ ,,;' AO, 
('X, ri. (') EZ3 zu bedienen. Die :'Ilenge dieser Elemente bildet eine kOtllllllltative 
freie Gruppe vom Typus 3 mit der Basis m1 kgO sO AI), mO kg1,.;0 AO, tllÜ kgO sl AO, 
Diese Gruppe ist eine l:ntergruppe dcr für den Gesamtbereieh :\Tpchanik-
Elektrodynamik maßgebenden Gruppe illo vom Typus 4 mit dcm allgpl11pinen 
Element m' kgß s1' A'l, ('X, ß, y, 0) E Z1 
Im :\II~SA-System ist das allgemeine Element des Körpers K der dil1lPlIsions-
losen Größen durch 
gegcben, Danach ist in diesem System das der Größc "dH'IWI' Winkpi" zuge-
orclnete Element y dureh ' 
11 E Q (7.1) 
darzustellen, ebenso ein räumlicher "'inkcl Oller ein ,ril'kullgsgl'a(l ((lllotierü 
zweier Lebtungen). 
Ist h (x) irgcndcine Funktion von x E K, dann gilt im ~1 KS:-\-Syst pm 
h (x) = h (; mO kgO sO AO) = (h (~)) mO kgO sO AO, 
:\lal,l Yer~lei,chc hierzu die Ausführungen in <Ien §§ :3 und 5. 
E,; 1st beISpIelsweise. wenn das der Größe ebener \Yinkel zUgE'ordnetp I<:lement 
durdl (7.1) gegeben ist, -
"in y = sin (limO kgO sO AO) = ("in J)) mlJ kgO ~o AIJ, 
Ein weitpres Beispiel für Fu~ktio:len von Elementen des Körpers K hietet 
,wh III ~<len ~ogenannten logllrlthil1/8chen JIllfJen an, ,rird cll'll Betrachtungen 
da, :\lh,~A-~.\·"tem zugrunde gelegt uml "incl 
,C) = ~l m' kgr1 s;' ~.\b, :r2 ,= ~2 m' kg" ~ ... A~ 
Z\H'l Elempnt o , 1'0 l'n' 1 1 11 E' 
, (lc pm- une (erst' Jen inheit gemessen \\'erden, dann ist 
;1'1/,(2 = (~J/ ~2) m O kgO sO AO E K, 
al.'tl ('il\(' diI1lPII"ioll"lose Größe \\'ird von dl'e""r 'll'nle s' 1 I ",' '" ':J' "c ,  '!Ons osen Uröße der A»).!,lIlthmtb Zlll Ba"ls /) genolllmen, dHnn ergibt sich 
log/, (,)'1/1'2)= (log,) (~l! ~2)) lIlO kgO sO AO , 
[,t ,/'\ ,/'2 df'r (il/o/iUlf :II'riPr eld'lri ,rher "]1(/ . 1 
r . ." '), I/II/II/fjell une wird dt'r Ilatiirliche 
,"(/lIi'I//l1/I/18 belllltzt (ri ,~_ e). dann ist 
(7.2) 
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Ist xI/.l'z der Quotient zweier Leistungen und wird der Briggs8che Logarithmus 
benutzt (/1 = 10), dann ist 
(7.3) 
Diese dimensionslosen Größen werden logarithmische Dämpflll1gsmaße genannt. 
In der einschlägigen Literatur ist die folgende Ausdrucksweise gebräuchlich. 
Die durch (7.2) definierte dimensionslose Größe wird das in der Einheit 
"Xeper" gemessene Dämpfungsmaß genannt, die durch (7.3) definicrte 
dimcnsionslose Größe das in der Einheit "Bel" gemessene Dämpfungsmaß. 
Diese Ausdrucksweise paßt nicht in den Grö/3cnkalkiil, denn Einheiten \\'ie 
,,~eper" und "Bel" sind nicht Elemente der freien kommutatiyen Gruppe 
vom Typus 4 mit dem allgemeinen Element m" kglJ S' A", (,,-, ß, (', ") E Z4, 
also keine Einheiten des ::\lKSA-Systems. 
Korrekt im Sinne des Größenkalkiils ist die folgende Ausdrucks\\"cist': 
(7A) 
wobei Ilr-; das "Xrpt'r-Dämpfungsmaß" ist, 
wobei aB das "Bel-Dämpfungsmaß" ist. Beide Dämpfungsmaße wcrden in 
der Einheit m O kgO sO AO gemessen. 
Ein weiteres hierher gehörendes Beispiel ist das folgende. Es sei 
z = ~ m O kgO sO AO, 
abo z E K, wobei ~ Element (les Körpers [] der kOlli ple.reil Zahlen i-t. 
i ; ! e i are:: . (i.lj) 
In z = (ln ~) m O kgO sO AO. 
Aus (7.6) folgt 
In ~ :=: In ... + i are ; 
(beachte, daß In i ~ j und arc ; rerlle Zahlt'n 8il1(l) und damit 
In z = (ln! : )) mO kgO sO AO + i (afc :) mO kgO ~() _\0. 
Die Größe Cl = In z wird "komplexes Dämpfungsll1aß" gpnannt. ~()\\"Ohl d"r 
Real- als auch der Imaginärteil yon a wird in mO kgO ~o --\.0 gell1f'~,;(·n. 
Die soeben gewonnenen Ergebnisse können auf ~em folgC'n,lt'!1 p!C'mentarr!l \Y"i! 
bestätigt werden, Es wird die Diffpfpntialglelchung der frewn gdampftf'll 
Sehwingungen hC'traehtet, 
a :i, -1- b.i' -1- cx = o . (7.71 
. /" bedeutet das der Auslenkung zllgeordnete E!pment. (/ da,; dN :\ra'~e. b das 
der Dämpfungskonstanten, c das (leI' FedNkonstanten. I>i~' anf der linken 
Seite stehenclen Summanclen ~ind ,ämtlich EI"mt'nte des \ "ktorraulIH'S cl!'r 
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Kräfte. Es gilt also. wenn den Betrachtungen das :Vloter-Kilogranllll-Spkllnde-
System zugrunde gelegt wird 
I(a:i:) = t(bx) = I (ex) = m 1 kg1 S-2. 
Daraus folgt 
I(b) = m O kg1 8-1 , j(c) = m O kg1 s-z. 
Die charakteristi~('he Gleichung der Differentialgleichung (7.7) lautet 
a h2 + b h + c = O. (7.8) 
Die links stehenden Summanden sind :,;ämtlich Elemente de;.; \\·ktorraumes, 
dem c angehört. Daraus folgt 
I(h) = mO kgO 8-1 , j(ht) = m O kgO sO. 
Die Ge"amtheit der Lösungen der Differentialgleichung (7.7) ist 
Hierin sind 71 1 und 11 2 die \Yurzcln der Gleichung (7.8), ferner ./'] und .1'2 EI('mente 
des Yektorraumes der Längen. Das Dämpfungsmaß wird in der ";inheit 
gemessen. elie das Produkt ht hat. also in mO kgO SO. 
Absehließencl sei nochmals betont. daß ~p (Xepor) keine Einheit des MKSA-
Systems ist. Die Einführung yon Xp als Grundeinheit durch Benutzung eines 
e;weiterten Sy,.;tems (:\lKSAXp-System) kann gemäß (10m im § 6 für don 
t'benen 'Yinkel beschriebenen Vorgang erfolgen. Aus den dort dargekgten 
Gründen kann eine wiche Erweiterung nicht empfohlen werden. 
§ 8. })je (;ruppe G3 der verallgemeinerten Y -Elemente als din'kh's Produkt 
yon ('rnpppn 
In den Y(wangehemlen Paragraphen wurden freie kommutatin~ Gruppen von 
endlichem Typw, betrachtet und deren BC'ueutung für den Gräßenkalkül 
dargelegt. J n § 6 der Arheit L 1 j wurde gezeigt, wie man nm der Gruppe ill 
der vl'rallgenwinerten V-ElemC'nte zu der Gruppe mo gelangt, die eine zu ill 
hOl1lomorphe C ntrrg1'uppe von (\) ist. ::\Ian kann auch umgekehrt von (\)o zu m 
gl·langen. Hierüher findet sich in § 7 der genannten Arbeit im vorletzten Absatz 
der Seite 44 eine Bemerkung, nach welcher eine zu G3 isomorphe Gruppe unter 
Benutzung (le" Rpgriffes des Produktes zwC'ier Gruppen gewonnen worden 
kann. Die~P!l \Yeg hat R. Flei8Chmrlnll in der Arbeit [9] beschritten (wegen der 
mathemati"dwlI Theorie sei auf 1101 verwiesen). 
t'!ll dell .;ochen erwiihntC'n umgekehrten \' organg zu beschreiben, werlien die 
beiden nachstelwll<l aufgeführten Gruppen betrachtet: 
1. nil' :'Ih'ngp!}' (ll'1' yon Xnll ver.;chiedpnen reellen (komplexen) Zahlen mit 
dcr :'I!ultiplikatinn als \'('rkniipfnng. Die Elp!1lpnte von f)' bilden eine 
kOllllllutatin' (;ruppp. <\pn'll EinsP!Plllent die Zahll ist. das zn ~ E Q' 
i 1I \'('1"'" Ek!llpnt bt 1; ~ E {J'. -
,) l)j,· in ~:! eingdiihrte fJ'(·jp k0TJ1111utatiye Uruppe G30 vom Typus 1, deren 
a llgelllpillt's E]Pllwnt m' (Cl E Z) i~t. 
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Das karte!iisehe Produkt der beiden :\iengen Q' und G30 ist die :\lenge 
[J' X G30 = {(~, ma) : ~ E Q', IX EZ}. 
Die Elemente der Menge Q' X G30 seien durch die folgende :\Iultiplikations-
vorschrift verknüpft: 
(~, m') ::: (t, m~') = (~t, m~~~'), 
:'Iit dieser Verknüpfung bilden die Elemente von Q' X (\30 eine kommutative 
Gruppe, die letztere wird das direkte Produkt der beiden Gruppen Q' und G30 
genannt. E" ist leieht zu bestätigen, daß die für eine kommutative Gruppe 
maßgebenden Axiome erfüllt sind. Das neutrale Element von Q' X G30 ist 
(1. mOl, das zu dem allgemeinen Element (~, m~) inverse Element ist (1/ r m-'). 
Dpr ,.;oeben eingeführte Begriff des direkten Produktes zweier Gruppen kann 
unmittelbar auf Produkte mit mehr als zwei Faktoren erweitert werden. Es 
möge hier genügen, ein Produkt von drei Faktoren zu betrachten. Es sei Q' 
die "oeben erwähnte Menge der von Null verschiedenen reellen (komplexen) 
Zahlen. (\)0 (m) die kommutative freie Gruppe ,-om Typus 1 mit dem allge-
meinen Element m' (IX E Z), G30 (s) die kommutative freie Gruppe vom Typus 1 
mit dem allgemeinen Element sß ((3 EZ). Ist Q' X G3o(m) X G3o(s) das karte-
"ische Produkt dieser drei Mengen, dann bilden die Elemente der Produkt-
menge mit der multiplikativen Verknüpfung 
(~, m" s'~) ,0, (r, m'. sß') = (~r, m' +", sß - ß') 
eine kommutative Gruppe, die mit G3 bezeichnet werden möge. 
(I) wird das direkte Produkt der drei Gruppen Q', G3o(m), G3o(s) genannt. Das 
neutrale Element von G3 ist (1, mO, sO), das zu (~, m', 8,5) inverse Element ist 
(1/~, nr", s-ß). 
Es sei x = (~, m", aß) das allgemeine Element des direkten Produktes Cß. Als 
erste, zweitE' und dritte Komposante des allgemeinen Elementes.t" wE'rden die 
folgenden drei Elemente bezeichnet: 
Xl = (~, mO, SO), :Q = (1, m", sO), X3 = (1, mO, s'~). 
Die v-te Komposante entsteht dE'nmach dadurch aus dE'1ll allgE'lllE'inell ElE'lllf'llt 
,t", daß das v-te Element des Tripels.f festgehalten \drd und die ii brigpn 
Elemente dureh die entsprechendE'1l neutralen Elemente ersetzt werdpll. 
Jedes Element von ill kann als Produkt seiner Komposantcn darge8fellt werden 
(mit der auf G3 erklärten multiplikativen "erkniipfung). 
In der Tat, es ist 
(R.t) 
.Jede Komposante des allgemeinen Elements.r E' (\) i,-t offen~ichtlich Elellll'nt 
von G3. Die :\lenge der en.;ten Kompo"anten .r1, also die :\lenge 
{ (~, mO, sO) I ~ E' f}'} werde mit ill1 bE'zeichneL allgemein: die :\Il't1ge der 
voten Komposanten mit ill v' 
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Die Elemente einer jeden JI enge ill" bilden eine L'lltprgrti1JpewlI (I), (\)1 ist 
isomorph ZlI Q', illz isomorph ztL illo(m), ill3 i8omorph zu illo(,;). 
Der Xachwei5 der Gruppeneigenschaften und der Isomorphie ~ei unterdrückt, 
da er in der üblichen' Yeise erfolgen kann. 
Die l'nterO'ruppe m wird die v-te Komposa1lfe der Gruppe 63 genannt (nicht 
zu yerweehseln mit" der voten Komposante des allgemeim>n Elements:;: E (ß). 
X achstehend noch zwei Bemerkungen zu den vorangehenden Allsführungen: 
a) Die Darstellung (8.1) kann kurz in der Symbolik 
geschrieben werden. 
b) Das allgemeine Element mt< sß der freien kommutativen Gruppe 630 vom 
Typus 2 kann als direktes Produkt seiner Komposanten (m", sO) und (m 0, ~ß) 
dargestellt werden, 
Entsprechend a) kann die freie kommutative Gruppe (130 yom Typu:.; 2 
mit dem allgemeinen Element m" sß, (x, in E Z2 durch 
illo = illo(m) ~ illo(s) 
dargestellt werden, ,,'obei die Komposanten (3)0 (m) und UJo H freie kommu-
tative Uruppell vom Typus 1 sind. 
Die soeben mitgeteilten Ergebnisse können ohne Schwierigkeit auf direkte 
Produkte [J' ;< UJo übertragen wenlen, bei denen (\)0 eine freie kommutati\'e 
(~nlppe yon höherem als dem Typus 2 ist. 
~ 9. Uncure Abhildung von Yektorräumen, Isomorllhismen 
I)Pr Begriff und die wichtigsten Eigenschaften des Vektorraumes wurden in 
~ 1 der ArlJPit Ll] erläutert. Zu dem dort Gesagten sollen im folgenden einige 
ergünzPlllle für die Anwewlungen niüzliche Ausführungen gemacht werden. 
::\ aL'h~tehpnd wird yon der folgenden Eigenschaft der Elemente des Körpers Q 
(;ehraueh gemacht: 
Die Elf/f/eide df.., Körpers n der reellen (komple.l'en) Zahlen bilden einen ein-
di If/t IIsionalel/ r ektorralllll über n. 
Tn eil'!' Tat. dip Elemente de~ Körpers n bilden einen }lodul, und wenn ein 
Element nlll !.! mit einer Zahl multipliziert wird, ist das Ergebnis wieder ein 
EJ..nwnt "Oll !.!, Auf Grund die~er Eigenschaften kann leicht bestätigt werden, 
<laB siimtlidw c\xiOl1lP des \-ektorraumes erfüllt sind. Als Basis dieses Vektor-
ranllle~ kann irgendeine von Xull verschiedene Zahl genommen werden, 
lwi~pi('b\\'ei~e die 2<1hl1, 
I>i" in l{pde ~tdwnd(' Eigensehaft der Elemente des Körpers wird vielfach so 
1)(',,,l!ri,,I,,·tl, daß w'~agt \I'ird, die Zahlen haben .. Größencharakter" . Dazu ist 
zn ,<1,;':"11, daß es ~idl hier UIll einen all8geartet~n Fall eines Vektorraumes 
hal1dp!r. denn ('~ gibt hier keille exterllc Kompo.sitiol!. Auch sind die Elemente 
.1(,,; \',.].,t()[Talllll(\~ !J keim' "-Elemente im Sinne des Größenkalküls, denn das 
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Trennungsaxiom fordert, daß die Menge der V-Elemente und die )Ienge !] 
disjunkt sind (ygl. hierzu die Ausführungen in § 2). 
Von Bedeutung für die Untersuchung der Eigenschaften yon Vektorräumen 
ist der Begriff der linearen Abbildung. 
Definition: Es seien X und Y zwei Vektorräume über dem Körper!] der reellen 
(kom plexen) Zahlen. Eine Abbildung y = t (:r) des r ektorra umes X in den 
Vektorraum Y u'ird linear genannt,wenn 
f (Xl + ;1;2) = f (Xl) + t (X2), 
I (), :r) = AI (:r), 
ltelches auch x, :1'1, :r2 E X und ;. E !] sein mögen. 
Im Größenkalkiil interessieren besonders diejenigen linearen Abbildungen, die 
ab lsolllorphismen bezeichnet werden. 
Definition. Jede lineare bijektive Abbildung y = t (x) eines T-ektorraumes X 
aul einen VektorrautII Y wird ein Isomorphismus von X alll Y genannt. Gibt es 
zlci8chcn zu'ei Vektorräumen X und Yeille solche Abbildung, dann l/'erden X 
lind Y isomorph genannt. 
Satz. Zn'ei Vektorräume über Q, die gleiche endliche Dimellsloll haben sind 
isolliorph. 
Da im Größenkalkül nur eindimensionale Vektorräume in Betracht kommen, 
möge die Behauptung hier nur für solche bewiesen werden. 
Beweis: Es s0ien X und Y zwei eindimensionale Vektorräume, Xo s0i eine Basis 
des Vektorraumes X, Yo eine des Vektorraumes Y. Dann kann das allgemeine 
Element del Yektorraumes X bzw. Y durch 
x = ; ,1'0' bzw. y = /) Yo 
dargestellt werden. Die Abbildung 
f(~xo)=~Yo 
ist linear und bijekti\-. Es ist 
/-1 (1) yo) = /) .ro, 
d. h. die im-er:se Abbildung, also die Abbildung VOll r auf X, i~t ebenfalls 
linear, die Abbildung f ist also ein Isomorphismus. 
Da, wie oben gezeigt wurde, die Elemente des Körp0rs Q einen ein<liIll011~io­
nalen Vektorraum bilden, ist jeder eindimensionale Yektorraum X isomorph 
zu dem eindimensionalen Vektorraum, den die Elemente nm n bildel1. So i~t 
beispielsweise auch der Yektorraum K, dessen Elemente die dill1ell~ion~lo~en 
Größen sind, isomorph zu D. 
In dem hier allein interessier0nden Falle eindimen,;ionaI0f \~ ektorrä unH' 
können Isomorphii:imen durch die folg0nde Figur geo1ll0tri~ch Y0ran~cha\l!i('ht 
werden. 
Diese Figur läßt sieh wie folgt interpretieren. Die Elem011te (kr \-ektorräullll' 
f.J. K, Länge, .Masse und Zeit werden als Punkte auf paralh'!PIl (;eraden 
gedeutet, \Vird durch einen Punkt 8, der keiner der parallelen Geraden an-
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--17\------i4-----+------'r----/Jr- m'g' t' Zeit 
...:-:.17+--~4---~V_--__7I----7'---- m'g's' Masse 
--=!.-\----.!4---4------'r-----;r------ m'g's' Länge 
--~+-~~-4_-~--~-------------m'g~' K 
5 
gehört, eine Senkrechte zu diesen Geraden gezogen, und dpn Sehnitt Pl~llktün 
der Senkredüen mit den Geraden jeweilH das :\ ull-ElelllPlIt dps bet r('[f('IHlen 
Yektorraumes zugeordnet, 1'0 ergeben "ich dUl'e!t Ziehell ein!',,,; durch die 
Punkte Sund 1 E' n gehenden Strahles die Punkte t rno gO ,,0, t m1 gO so, 
1 m O gl so, 1 m O gO sI, durch Ziehen eines weiteren Strahle . ..; dUl'eh S lind 
2 E' n ergeben sich die Punkte 2 m O gO so, 2 ml gO ,,0, lISW. 
Die soeben beschriebenen Isomorphismen sind für die Anwon(lung du" Orößen-
kalküls nm Bedeutung. "-erden nämlich. wie das vielfach der Fall ist. ",ur 
:\Iessung physikalischer Größen Zeigerinstrumente H'I'I\'endpt, dann wird die 
betrcffpnde Größe durch einen Zeigerausschlag gemessen, aLm entweder (lurch 
eine Länge (Element eies ,-ektorraumes der Längen) oder durch einen ,rinke! 
(Element des Yektorraurnes der dimensionslosen Griißpn). 
Z IIsaulIllenfassli n:.;' 
CntN Zug:rundelegung der in der Abhandlung [1] be.'ichriebell:m algebraischen 
~truktnr de.-; Größenkalkül.; \\,prelen ~-\Il\\"endungpn auf Geomdrü., :'IIechanik 
und Elt'idrodynamik behandelt. Der für die Anwendungen des Kalküb 
fundamelltale HOlllomorphismus f (e 2 ) = mo wird beschrieben und die damit 
zu.,amlllenhüngende Frage der Erweiterung eines gegebenen Einheitensy~tems 
\!Iltersucht. Die Bedeutung der bpsonderen Einheiten rad (Radiant), sr 
(~tf'mdiallt). ~ p (~eper). B (Bel) wird erörtert, die (!t'r beiden letzten in 
'-prbillllUllg mit allgellleinen Betraehtungen über die logarithmi"chen :'IIaße. 
l)(\I'(·h die Ergebni,se dipser l-ntel'suchung:pn wenlpn ('inige für die Anwendung 
wir'htige Frag:ell geklärt. 
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Benutzte Symbole 
(ß 
z 
Zo 
c'\:, ß, ... 
r 
w 
Cßo 
f 
m 
m 
D 
~, 'I,··· 
I 
v 
Ei 
X 
/f, l'" .. 
y 
(H) 
1252/ H 
K 
h(:r) 
s 
/j 
t 
UJ 
X, Y 
(Die Zahlen geben die Seite an, auf welcher das Symuol er5tmalig auftritt) 
Gruppe der "--Elemente 
1\Ienge der ganzen Zahlen 
Kartesisches Produkt Z X Z X .•. X Z mit 11 Faktoren 
Elemente von Z 
1\Iodul über dem Ring Z 
Element von r 
freie kommutative Gruppe "on endlichem Typus 
Abbildung, Funktion 
Erzeugende einer freien kommutativen Gruppe vom Typus 1 
Längeneinheit "Meter" 
Körper der reellen (komplexen) Zahlen 
Elemente von Q 
Länge 
Flächeninhalt 
Rauminhalt 
kommutat.ive Semigl'uppe 
Menge der natürlichen Zahlen 
Elemente von N 
ebener \Vinkel 
räumlicher Winkel 
Äquivalenzrelation 
Quotientenmenge von 6 2 in bezug auf (R) 
kommutativer Körper der "dimensionslosen Größen" 
beliebige Fnnktion von x E K 
Zeiteinheit "Sekunde" 
Untermodul des :\Ioduls r 
Zeitdifferenz 
\Yinkelgeschwindigkeit 
Yektorräume über dem KörpE'r D 
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